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Sur les congruences W dont une des nappes focales 

est une surface ayant ses asymptotiques des deux familles 

dans des complexes linéaires 

par LUCIEN GODFAUX 
Membre de la Société 

Dans une étude très fouillée, parue sous le même titre dans 

ce Bulletin (!), M. Rozet et Mme Legrain-Pissart ont considéré les 

congruences W dont une nappe focale satisfait aux conditions 

du titre, la seconde nappe focale ayant en Fénéral ses réglées asymp- 

totiques gauches dans des complexes linéaires. Nous voudrions 

indiquer rapidement dans cette note comment on peut attaquer 

ce problème au moyen des méthodes que nous avons utilisées 

plusieurs fois dans l’étude des congruences W. (?) 

1. — Soit (x) une surface rapportée à ses asymptotiques u, v. 

Les coordonnées normales de Wilezynski du point x satisfont au 

système d’équations aux dérivées partielles complètement inté- 

grable 

x20 À Abx01 L c,x = 0, 

x02 4 Qax 9 + c,x = 0, 

(*) 1954, pp. 280-288. 
(P) Sur quelques familles de quadriques associées aux points d'ume surface 

(Annales de la Société Polonaise de Mathématiques, 1928, pp. 213-226); 

Note sur les congruences W (Bull. de l’Acad. roy. de Belgique, 1932, pp. 662- 

871); La théovie des surfaces et l’'espace réglé (Actualités scientif., N° 138; 

Paris, Hermann, 1934); Alcune osservaziont sulle congruenze W (Rendiconti 

del Seminario di Torino, 1953-1954, pp. 39-46); Sur quatre suites de Laplace 

associées à une congruence W (Bulletin de l’Acad. roy. de Belgique, 1954, 

pp. 880-885); Sur la théovie des congruences W (Bulletin de l’Acad. roy. de 

Belgique pp. 1028-1037; 1955, pp. 343-345). 
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où nous supposons a, b non identiquement nuls, écartant ainsi le 

cas où (x) est une surface réglée. 

Les points 

=|s # V=|;" xæ"| 

qui représentent sur l'hyperquadrique de Klein Q de S, les tan- 

gentes asymptotiques de (x) en un point non parabolique x, satis- 

font aux relations 

UL + 25V = 0, Vvor — QaU = 0 

et sont donc transformés de Laplace l’un de l’autre. 

Les points U, V appartiennent à une suite de Laplace L, 

, U, <, U, U, V, V,, ..., V, - (L) 

dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens des «. 

En posant - 

h, = — (log bh, .… h,)1 + h » 

k, = — (log ak, BT4 R 10 

on a 

U}} = U,,, + U, (log bh, .. .h,)°1, U =n U 

VIS = Vn + V, (logak, ... R,)P, VU =R V 

Supposons que la suite I, s’arrête aux points U,, V, en pré- 

sentant le cas de Laplace. On a h, = 0, k, = 0; le point U, ne dé- 

pend que de v et le point V, ne dépend pas de u. 

Nous avons montré que les points U,, V, sont conjugués 

par rapport à Q. Si Q(p, g) — 0 est la C0fld11:1011 pour que les pomts 

p, q soient conjugués par rapport à Q, on a donc 

Q(, V,), =0, 

En dérivant cette relation 7 fois par rapport à w et j fois par 
rapport à v, on a 

Q(UŸ, V®) =0, (@=0,1,...:j=01,...). 

Supposons que la courbe (U,), lieu du point U, lorsque v 
varie, n’appartienne pas à un hyperplan. Alors le pôle de l’hyper- 
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plan U,U%! ... U°*, c’est-à-dire le point V?, dépend de v, ce 
qui est impossible. 

Si la courbe (U,) appartient à un hyperplan, le pôle de U,_, 
U, ... U®, c’est-à-dire le point V!°, dépend de v, ce qui est im- 
possible. 

Si enfin la courbe (U,) appartient à un espace linéaire à trois 

dimensions, le pôle V, de l’hyperplan U, , U, U, U* U* 

dépend de v, ce qui est impossible. 

On peut reprendre le même raisonnement au sujet de la courbe 

(V,), lieu du point V, lorsque # varie et, on en conclut que : 

La courbe (U,) appartient à un plan Ë; 

La courbe (V,) appartient à un plan n. 

Les plans €==U, U,°* U,0° et n==V, V,19 V,2% sont conjugués 

par rapport à Q et leurs sections par Q représentent deux demi- 

quadriques ayant même support ®,. " 

La quadrique D, reste fixe lorsque u, v, varient. 

2. — Supposons que (x) soit une surface focale d’une con- 

gruence W engendrée par une droite j. Le point J qui représente 

la droite ÿj sur Q est donné par 

J=AU—uv. 

On peut choisir le facteur de proportionnalité des fonctions 

X, u de telle sorte que la condition pour que la droite ÿ engendre 

une congruence W se traduise par (Demoulin) 

u042 =0, ° 2au=0. 

Considérons un espace linéaire S, à six dimensions dont les 

points ont pour coordonnées celles d’un point de S, et un septième 

nombre X, L'hyperplan X, = 0 coïncide donc avec S, Cela 

étant, le point U’ dont les six premières coordonnées sont celles 

de U et la septième u, et le point V" dont les six premières coordon- 

nées sont celles de V et la septième X, satisfont aux équations 

ULH 9V/=0, VO L MU =0. 



— 82 — 

Les points U’, V" sont transformés de Laplace l’un de l'autre 

et appartiennent à une suite de Laplace L’, 

U 004 Un U VDN 0 0000 V 0 (L’) 

dont chaque point est le transformé du précédent, dans le sens 

des w. 

Le point J appartient à une suite de Laplace $ 

. Je < M JL JHr ++05 Jx <0 ( 

dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens 

des w. La suite j est inscrite dans la suite L et s’obtient de la ma- 

nière suivante : 

La suite L est la projection de la suite L/ sur l’hyperplan 

X, = 0, à partir du point Où dont toutes les coordonnées sont nulles 

sauf X4- r 

Le point J, est l’intersection de l’hyperplan X, = 0 avec la 

droite U',, U’,; il appartient donc à la droite U, U, De 

même, le point J_, est l’intersection de l’hyperplan X,= 0 avec 

Ja droite V',_, V', et appartient donc à la droite V,_; v 

Si la suite de Laplace L, s'arrête aux points U,, V, la suite 

de Laplace L' s’arrête aux points U’,, V', en présentant égale- 

ment le cas de Laplace. Dans ces conditions, les cas suivants peu- 

vent se présenter : 

a) Le point U', coïncide avec le point U, et le point V", avec 

le point V,. Alors, le point J, coïncide avec U, et le point J_, 

avec V, 

b) Le point U', ne coïncide pas avec U, Mais le point v 

coïncide avec V,- 

Le point J, appartient à la droite U, , U, et est distinct de 

U,. Le point J, €st l’intersection des droites U, U,°* et U”, U",°*; 

la suite ] s’arrête au point J, en présentant le cas de I,aplace. 

Le point J_, coïncide avec V, . 

b°) Le point U', coïncide avec U, mais le point V", ne coincide 

pas avec V, 

Ce cas est analogue au précédent, sauf un changement de 

notation. 
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c) Le point U', ne coïncide pas avec le point U, ni le point 

V', avec le point V,- 
La suite ] s’arrête en un point J, de la droite U,U,°* et 

en un point J_, , de la droite V,V,". 

3. — Supposons maintenant » = 1. Le point U,, qui ne dépend 

que de v, est le pôle de l’hyperplan UVV,V,"V,%, osculateur à 

une ligne # de la surface (U). Il en résulte que les asymptotiques @ 

de la surface (x) appartiennent à des complexes linéaires Z, De 

même, les asymptotiques v de la surface (x) appartiennent à des 

complexes linéaires D, La surface (x) est donc bien la surface 

qui a servi de point de départ à M. Rozet et à MMe Legrain. 

La quadrique ®, est fixe et on voit que les complexes Z, 

appartiennent à un réseau dont la base est la demi-quadrique 

représentée par la section de Q par le plan n de la courbe (V,). 

De même, les complexes E, forment un réseau dont la base est 

la demi-quadrique représentée par la section de Q par le plan € 

de la courbe (U;). 
Les complexes E, D, sont en involution. 

La quadrique de Iie ® de la surface (x) a comme enveloppe 

la surface (x) et la quadrique fixe ®,, qu'elle touche en quatre 

points. 

Nous avons h, = k, = O, c’est-à-dire 

(log 6)11 = (log a)t! = 4ab, 

Supposons que (x) soit une surface focale d’une congruence 

W, engendrée par une droite j, représentée par le point 

J= XÜ —uV, 

uY +2b4=0, ML 2ayu = 0. 

De la première de ces relations, on déduit 

u44 — u1(1og h)°! — 4ab p = 0, 

c'est-à-dire 

#1 — u}9{log 8* — uflog DH =0, 
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ou etcofe 

[e** — (log BMj — O, 
On peut encore écrire cette relation sous la forme 

p 0110 pc 0 uJ . 

oiî 11 

2bk<log Ë> = p…(10g ê) . 
u ë 

On a de même 

a\ 4 à\ 11 
2a <10 _) = À(10 …) . p| 108 ; g " 

Nous aurons 

ou 

J, = pU,—mV, 

où u, = p°! — u log b)°}. On peut écrire 

nfot 06e } 
J4 = x[V1 +V (10g Ê)Î , 

On en déduit 

et de même 

10 19 __ BN 01 
r —J (ogp)" = 26 10g{ï J, 

10 

fi—u@@%%dm@æ 

4. — Supposons que le point J, coïncide avec le point U,. 
On a alors 

01 

<10g É) = 0. 
« 
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De même, si J__, coïncide avec V,, on a 

a\ 1 
1 …) =Ô0. (s 

Supposons maintenant que J, ne coïncide pas avec U,, c'est- 

à-dire que le point J, existe. On a 

J2 = waUT — XUs 

et par suite, puisque u} = 0, JI° = 

On peut aussi écrire 

b 01 b 02- 

J, = p.(10g …) U — g[log( > (log b)et + (10g…) ]U1 ; 
(Ju []… _ 

De même, si le point J_, ne coïncide pas avec V,, c’est-à-dire 

si le point J_, existe, on a , 

J e = MV1 — MV, 

et, puisque A,01 = 0, J°L = 0. 

Soit ( ) la seconde surface focale de la congruence (j) consi- 

dérée. Les asymptotiques de cette surface sont également les 

courbes #, v et nous désignerons par U, V les points de 1hypa- 

quadr1que Q qui représentent respectivement les tangente@ x x10, 

x x", Ces p01nts sont consécutifs dans une suite de Laplace L: 

, U, , Un U, V, Vy - V <. (L) 

analogue à L. Cette suite s’arrête nécessairement en même temps 

que la suite } et les cas suivants peuvent se présenter : 

1°) Le p01nt J, coïncide avec le pomt U,. 

La suite I, peut s'arrêter au point Ü (en ple>entant le cas de 

Laplace) et le point J, — U, appartient à la droite U U"*. La sur- 

face (x) est reglee 

La suite I, peut s’arrêter au point Ul, qui coïncide avec le 

point U,. 

20) Le point J, ne coïncide pas avec le point U,. 



La suite L peut s'arrêter au point Û_1 et le point J, se trouve 

sur la droite Ü1Ü101. 

La suite L peut s’arrêter au point Ü2, qui coïncide avec le 
point J. 

On peut de même considérer le cas où le point J_, coïncide 

ou non avec le point V,. 

On obtiendra ainsi une classification des congruences W 

envisagées ici. Certains cas ne pourront se présenter. Nous nous 

bornerons ici à envisager le cas où la suite I, s’arrête aux points 

U, V2- 

5. — Le complexe linéaire osculateur à la congruence (j) le 

long de la droite j est déterminé par les points 

J, = #U — wUn J, = P'JU'1 — pU,J = AU—uV,, 

J_4 = XV, — MV, J_a = MV* — MV, 

Le pôle P de cet hyperplan est donné par 

P= ”'12U(1)1 + qU, + TU + ÉOV H EV, H ÉVI" . 

Observons que l’on a 

Q(U!!, UŸ) = —2 BA, Q(UX, U) = 24 , 

O(VP, V19) = 2 aû, Q(VP, V) = —2 À, 

où 
— 2 

8 — 2(log 6)°2 + (log 5)9* + 4(a19 + c,), 
2 

« — 2(log a)?9 + (log a)10 — 4(591 L c,) , 

A= |x x 01 q |. 

Les autres couples de points figurant dans l’expression de P 

sont conjugués par rapport à Q. 

En utilisant les formules précédentes, on trouve facilement (!) 

P = uU}! — g,U, + (ai* + BJU — (M # 0)V H MV — WT . 

(* On peut du reste déduire l’expression de P de celle que nous avons 
donnée dans le cas général (Cfr. Sur la théovie des congruences W, loc. cit.). 
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Le point P est l’intersection des droites U U et V V. On peut 

donc déterminer les points U, V. 

Posons 

E — 242 4 2M (log a)10 + 2aX19 + a!°A + 4bu3" + 46Bp, 

n = Qu® + 2uŸ" (Log b)0* + 2Bp04 4 B + 4aMf® + 4aux , 
p = 2000 + ax2— 17 — 2ppi" — Bp? + pl 

Nous avons 

Eo1 — 2bn, n = 2aë, 

pe=dé, y =—un. 

Nous pouvons poser U — P + OU et nous avons 

Q(P + OU, P + OU) = 0, 

c’est-à-dire 

O(P, P) + 200 (P, U) = 0. 

On a 

Q(P, P) = — 24A, Q(P, U)= 2 uÂ, 

donc 

U=2uP +dJU. 

De même, on a 

V=2P+4V. 

A partir de ce moment, nous pouvons reprendre les formules 

de notre note Sur la théorie des congruences W (loc. cit.). Nous 

avons 

2P19 4 EV = 0, 2P11 — QU = 0. 

et 

U, = E(pU, — u,U) + 26(JU, + 2p,P) , 

V4 = n(XV, — M,V) — 2a(ÿV, + 2A,P) . 
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Un calcul simple montre que l’on a 
=701 01= 
U —u U=vJ, 

et ensuite 

OIl 

U, 01“_ U, (10g ) = u,(Eu + 2b0)J, 

On a de même 

CT S OI, 
10 

—— a 
v —V, (10gî) = 7\1(“/)7\ - 2Œh]J)_Ï_2 

Les deve10ppements qu1 preceden‘c sont valables que la suite 
L s’arrête au pomt U ou U2, au point V ou V Pour qu’elle s’ar- 
rête aux points U et V2 il faut que les points U1, V dépendent 
de « et de v. 

Observons que l’on a 

UIl — U, (log b)19 — [&19 — Eflog b)10]7, , 

VI — V, (log a)et = [m®4 — n(log a)>J, . 
Pour que la suite L s’arrête aux points U et V2, il faut donc 

que l’on ait 

E— E (log b)1° # 0, 9°} — m(log a)°1 # 0. 
A ces conditions, il faut ajouter (n° 4), 

p 1 01 a 10 

(10g *) — 0, (Iog ;\> #0. 

On peut d'ailleurs observer que les formules obtenues pour 
déterminer U et V sont encore valables lorsque l’on a u, = 0 
ou X, = 0. 

6. — Le point Ü2 a pour hyperplan polaire v V'1 Ÿ2 ŸÊO ŸË°, 
c'est-à-dire l’hyperplan osculateur à une ligne w de la surface (V). 
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Il en résulte que, ÎÏ2 ne dépendant que de v, les réglées asympto- 

tiques gauches, lieu des tangentes aux courbes v le long d’une 

courbe « de la surface (x), appartiennent à des complexes linéaires 

d', De même, les réglées asymptotiques gauches relatives aux 

courbes v de la surface (x) appartiennent à des complexes linéaires 

, _ 

La quadrique ®, est fixe lorsque u, v varient. 

Les complexes X', forment un réseau qui a pour base la demi- 

quadrique représentée par la section de Q par le plan de la courbe 

(V;) et les complexes X', forment de même un réseau ayant pour 

base la demi-quadrique représentée par la section de Q par le 

plan de (U;). 

Les quadriques ®, touchent ®, en quatre points. 

Liège, le 13 avril 1955. 


