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Sur le contact des surfaces cubiques,
par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

On sait que si deux surfaces se touchent le long d’une courbe,
elles on en général des points doubles sur cette courbe. Ainsi,
si une surface dordre to+2? touche un plan suivant une
courbe d'ordre n, elle posséde n(m+2n—1) points doubles sur
cette courbe. La propriété est facile a établir. La premiére
polaire d’un point quelconque par rapport a la surface ren-
contre la courbe de contact en n(m+2n—1) points et en chacun
de ceux-ci le plan tangent doit étre indéterminé, donc ces points
sont doubles pour la surface. Les choses se présentent d’une
maniére moins simple lorsque aucune des surfaces n’est un
plan.

Dans cette note, nous considérons des contacts entre des qua-
drigues et des surfaces cubiques.

En premier lieu, nous considérons une quadrique et une sur-
face cubique qui se touchent suivant une cubique gauche. Nous
démontrons que la quadrique est un cbne et que la surface
cubigque posséde quatre points doubles coniques. Nous démon-
trons I'existence de la configuration envisagée en en construi-
sant un exemple. Celui-ci présente naturellement lorsqu’on
étudie la représentation d’une involution du second ordre,
n'ayant qu’'un nombre fini de points unis, appartenant a un
plan.

En second lieu, nous considérons deux surfaces cubiques
ayant un contact du second ordre le long d’une cubique gauche.
Cette fois, nous démontrons que chacune de ces surfaces pos-
sede trois points doubles biplanaires situés sur la cubique
gauche. Les deux surfaces considérées déterminent un faisceau
dont la surface générale posséde trois points doubles bipla-
naires variables sur la cubique gauche. Lorsqu’on étudie la
représentation de I'involution engendrée dans un plan par une
homaographie cyclique, non homologique, de période trois, on
est conduit a la construction de couples de surfaces cubiques
s’osculant le long d’une cubique gauche; nous le montrons a la
fin de cette note.

D’'une maniére générale, I'étude des involutions n’ayant
qgu’un nombre fini de points unis (¥) conduit a des couples de

(*) Voir, par exemple, notre exposé sur Les involutions cycliques
appartenant a une surface algébrique (Paris, Hermann, 1935).



surfaces ayant un contact le long d’une courbe; cela pourrait
fournir quelques renseignements sur le probléme général de
déterminer les points doubles des surfaces d’un tel couple.

1. Soient F une surface cubique non réglée et Q une qua-
drique se touchant le long d’une cubique gauche K. Supposons
en premier lieu que la surface F ne posséde pas de point double
sur la courbe K.

11 existe six bisécantes de K appartenant a F. Ces bisécantes
ne peuvent étre toutes tangentes a la cubique K. En effet, rap-
portons projectivement les quadriques passant par K aux
droites d’un plan < on établit ainsi une correspondance bira-
tionnelle entre les bisécantes de K et les points du plan <. En
faisant correspondre a un point de a le troisiéme point de ren-
contre avec F de la corde homologue de K, on obtient une
représentation plane de F sur a. Dans cette représentation, il
correspond a la courbe K une quintique K' avant des points
doubles aux six points de s homologues des six cordes, de K
appartenant a F. Si toutes ces bisécantes étaient tangentes a K,
la quintique K' aurait six points de rebroussement et serait de
classe deux, ce qui est absurde.

Il y a donc au moins une des cordes de K appartenant a F
qui n’est pas tangente a la cubique. Soient p cette corde, Pj, P2
ses points d’appui sur K, pl la tangente a K au point P4 Le
plan ppr est tangent a la surface F au point P4, simple par
hypothése pour cette surface. Il est aussi tangent & la quadri-
que Q au méme point. La droite p touche donc Q au point P!
et rencontre encore cette quadrique au point P2 distinct de P~
elle appartient donc a cette quadrique. Les surfaces F et Q
auraient donc en commun une droite p en dehors de la courbe
K, ce qui est absurde.

On peut faire le méme raisonnement pour P2 et I’on voit que
la surface F posséde au moins deux points doubles sur la
courbe K.2

2. Supposons que la surface F posséde d points doubles sur
la courbe K et soient respectivement
M («1, M = 0, @ (x1,xi,x3,x8) =0
les équations des surfaces F et Q. Les surfaces cubiques
T—0"3 + O'iXi |- \>x3 - \>x3 + \x4) > — 0
touchent la surface F le long de K.
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La premiére polaire d’'un point quelconque y par rapport a
la surface /=0 a pour équation

+ \OC3 ~+ "N4N/1) i + -2 = 0. (i)
0JCi dXi

Supposons que le nombre d des points doubles de P situés
sur K soit au plus égal a 3. Alors, toute surface /=0 posséde d
points doubles sur la courbe K et ces points doubles varient
sur cette courbe avec la surface. La surface (1) passe par les
points doubles de la surface /=0 et coupe encore K en 6—d
points fixes; ces points fixes sont en effet les points de contact
appartenant a K des plans tangents menés par le point y a la
surface F et par conséquent a toutes les surfaces /=0. Actuelle-
ment, on a 6 — 3 et les quadriques (1) sont en nonibre oc8
il y a donc au moins une de ces quadriques qui contient la
courbe K: Mais cela est absurde, car cela -signifierait que les
plans tangents a F aux points de K passent tous par un point
guelconque y (aucune des surfaces /=0 ne peut en effet avoir
la courbe K comme courbe double). On ne peut donc avoir
d<t3.

Une surface cubique non réglée posséde au plus quatre points
doubles; ces points sont alors doubles coniques pour la surface
et sont les sommets d’un tétraédre proprement dit. On en con-
clut 4. La surface F posséde donc quatre points doubles
coniques sur la cubique gauche K.

Observons que les six bisécantes de K appartenant a F sont
les droites joignant les points doubles deux a deux.

3. De ce qui précéde résulte que par un point quelconque y
passent deux plans tangents a la surface F en des points sim-
ples de la courbe K, ou encore deux plans tangents & la qua-
druple Q en des points de K, simples pour cette quadrique.

Le plan polaire du point y par rapport a Q coupe K en trois
points et en un de ces points, le plan tangent a Q doit étre
indéterminé; en d’autres termes, la quadrique Q doit étre un
cone dont le sommet appartient a K.

Drailleurs, toute surface /=0 doit avoir quatre points doubles
sur K; si cette surface est formée de la quadrique Q et d’un
plan, ces quatre points doubles sont le sommet du cbne Q et
les points de rencontre du plan et de la courbe K.

Si une quadrique touche une surface cubique le long d'une
cubique gauche, la surface cubique possede quatre points dou-
bles coniques sur la cubique gauche et la quadrique est un
cone circonscrit a cette courbe.
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4. On peut montrer sans difficulté I'existence d’un cone du
second ordre touchant une surface cubique a quatre points
doubles coniques le long d’'une cubique en utilisant la théorie
des involutions n’ayant qu’un nombre fini de points unis. Con-
sidérons, dans un plan, I'inversion

X[ X, X = Xexs: XsXl: xtx2
Il existe deux systemes linéaires de cubiques planes apparte-

nant & l'involution 12 engendrée par cette transformation, a
savoir

lixl (x\ + a|H- \>x2 (x\ +a$) + X (x| +xt) +\xiX2x3=0, (1)
Pi Xi (x% — xD)+ p2x2(x\ —x\) + p3x3 (x\—xI) =0. 2)

Etablissons une projectivité entre les courbes du systéme (1)
et les plans de I’'espace en posant
p Xi = (Xt + x3) (xs— Xi) iXi — xt),
Paet = (xt—x3) (xs + XI) (x, —xt),
pXs = {X2 — X3) (xs—X,) (Xi + Xi),
pXx: = (X2 + X3) (Xs + XI) (Xi + x2).

Aux couples de l’involution 12 correspondent les points de la
surface cubique

X2 X3 X4 -)- X3 X4 Xi £ X4 Xt X2 (- Xb X, X3 = 0, @)

qui posséde des points doubles coniques aux sommets du
tétraedre de référence.

Aux courbes (2) correspondent sur la surface (3) des cubiques
gauches le long de chacune desquelles, d’aprés la théorie des
involutions, une quadrique est inscrite a la surface (2). On
trouve aisément que I'’équation de cette quadrique s'écrit

P2i(x2 -p x3) (x4-f- xd) + pi (K3 + X)) (X2 + Xd) -p p3 (X, -p xs) (X, + Xdb)
-P2pP2p3(X2X3—X4X4E) "b AfF(*I(X3IXE  X2X4) + 2plpa(XiX2-X3X4) =0. '

Cette quadrique est un cone de sommet
X4 = (p* + p3)2(pT — 1*1) (p2 — b*I).
X2 = (p3 + P-i)2 (pl — 1*1) (pi — P2p>
X3 = (Pi + p2)2 (p2 — p1) (pP3 — pi),
Xi = (Pl + p3)2 (p3 + Pi)2 (Pi + p2)2-

(2) Voir notre note Sur ['inversion et sur une surface cubique a quatre
points doubles (Mathesis, 1922, pp. 19-23).

)
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Pour démontrer que le cbne (4) est bien tangent a la sur-
face (3) le long d’une cubique gauche, effectuons la transforma-
tion

X; 0 XX Xi = XX XE X3 XEXE T XEXEXD Xt X2X3.

A la surface (3) correspond le plan

Xj+ X2-)- X3+ X4=0
et au cone (4) le cone
PT (X2 + X3) (X, + XJ + pi(Xs + XJI (X2 + XJ + (x*(Xj + XI (X3 + XJ
- 2NP3(XL X, — X2X3) +2 XN (X2X4— X3XJ + 2 jx, [x2(X3 X,— XdXJ -=0

qui touche le plan précédent suivant la droite située dans le
plan

[Xt Xt 4+ fx2 X2 + [{3 X3 = 0.

On sait d’ailleurs qu’il cette droite correspond une cubique
gauche de la surface (3).

5. Soient F, F' deux surfaces cubiques, non réglées, s’oscu-
lant le long d’une cubique gauche K. On a vu plus haut qu’il
existe au moins une bisécante p de K, non tangente a cette
courbe, appartenant & F. La droite p ne pouvant appartenir
a F', les points d’appui P2, P3 de p sur K sont doubles pour la
surface F.

En général, le point P4 est simple pour la surface F'. Soit
le plan tangent en P! a F'. Une courbe tracée sur F' et passant
par P! doit rencontrer la surface F en trois points confondus
en P,. Il en résulte que cette courbe doit toucher la surface F
en Pj par conséquent P! est un point double biplanaire de F,
un des plans tangents étant le plan tj. Le plan tSj touche donc
la cubique gauche K en P,.

De méme, le point P3 est double biplanaire pour F, un des
plans tangents a cette surface en P3 étant le plan ro3 tangent a
F' en ce point. m? touche donc K en P3

Nous utiliserons la propriété suivante qui, pour ne pas encom-
brer le texte, sera démontrée plus loin : Si une surface cubique
F posséde deux points doubles biplanaires Plt P2, un des plans
tangents en P, coincide avec un des plans tangents en P3 et ce
plan a un contact du second ordre avec la surface le long de la
droite PiP2

Soient m\ le second plan tangent en P4 m? le second plan
tangent en P3 a la surface F. L’un des plans cjj, doit coin-
cider avec I'un des plans m2, ®a Les plans mit ra3 ne peuvent



coincider, car un méme plan ne peut toucher K en Pn P2 Le
plan to™ peut coincider avec to2 ou le plan wl avec to'2. Enfin, les
plans t'4, t'2 peuvent coincider. Observons que dans ce cas, le
plan obtenu ayant un contact du second ordre avec la surface F
le long de la droite p, il ne peut rencontrer F en dehors de
cette droite; il en résulte que ce plan touche K soit en PD soil
en P2

Dans tous les cas, le plan in osculant F le long de p touche K
soit en P,, soit en P2, Supposons, pour fixer les idées, que ce
soit en Px. Alors, la tangente a K en ce point, qui appartiens
au plan to, ne peut appartenir a F. Cela étant, remarquons
que le cone projetant K de P4 rencontre une section plane de h
surface en trois points (distincts ou non) en dehors de K; les
génératrices du cbne passant par ces points appartiennent & F.
L’une de ces génératrices est la droite p, et comme to ne touche
pas K en P,, cette génératrice ne compte que pour une parm.
les trois droites envisagées. Il existe donc encore au moins une
corde de K passant par Px et appartenant a F; ce ne peut étre
la tangente en P4, droite qui ne peut appartenir & F. Soit P,
le second point d’appui de la droite en question sur K. En
reprenant le raisonnement fait au début, on voit que P3 est un
point double biplanaire de F.

Nous arrivons donc a cette conclusion que F posséde au moins
trois points doubles biplanaires sur K. Elle en posséde dail-
leurs exactement trois, car une surface cubique non réglée ne
peut posséder au plus que trois points doubles biplanaires.6

6.Nous établirons maintenant la propriété utilisée plus haul.
Considérons une surface cubique F ayant deux points doubles
biplanaires 03(0,0,1,0), 04(0.0,0,1).

Ecrivons tout d’abord I'équation de la surface possédant deux
points doubles en 03, 04, on a

x3Xi e, (X,, X2) +x3 a2(x,, )=+ Xi aj[x,, X2) -j- a3(x,, x2 =0,

a, étant linéaire, a2 et a2 quadratiques, a3 cubique en x,, X,.
En exprimant que les cones

Xiat+a2=0, X3e,+a)=0
tangents en 03, 04 dégénérent, on est conduit a poser
a? = a,C>,, et, = a,(3;,

p'j étant linéair.es en x,, X2
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L’équation de la surface F s'écrit
(x3xt +x3 +aqft) oqg + a3==0.

On voit que le plan al=0 est tangent a F en 03, 04 et qu’il
a un contact du second ordre avec la surface le long de la
droite 0304,

7. Reprenons la surface F et ses trois points doubles bipla-
naires Pj, P2, P3 situés sur K. Soient respectivement tq, ij2, ral
les plans tangents a F' en P4, P,, P3; ces plans touchent égale-
ment F en ces points. Soient en outre xs\, ra2, ra3 les seconds
plans tangents & F en P4, P2 P3 D’aprés ce qui a été établi
plus haut, les plans ug, ug, vj3 touchent K en Pu P2, P3.

Si les.plans ts'2 coincidaient, les plans to3, devraient
coincider I'un avec uq l'autre avec ug. Or le plan ug ne peut
coincider ni avec ug, ni avec uqg, car ce serait en un plan conte-
nant deux tangentes de K. Les plans ufl, uj'2 ne peuvent donc
coincider. Supposons, pour fixer les idées, que u/2 coincide
avec ug; alors u/j coincide avec ug et w'a avec to2.

Les six bisécantes de K appartenant a F sont les droites
P2P3, P3Pj, PjP2 comptées chacune deux fois.

Il est clair que la surface F' posséde également trois points
doubles biplanaires sur la courbe K. Plus généralement, toute
surface du faisceau déterminé par F, F' possede trois points
doubles biplanaires situés sur K.

Si deux surfaces cubiques ont un contact du second ordre le
long d'une cubique gauche, chacune d'elles -posséde trois points
doubles biplanaires sur cette courbe.

8. C’est encore a la théorie des involutions que nous aurons
recours pour obtenir un exemple de deux surfaces cubiques
s’osculant le long d’une cubique gauche.

Considérons dans un plan I’homographie cyclique de période
trois (3)

X[:x?:x3 = Xi:ex : elaq,

ou e est une racine cubique primitive de I'unité. Elle engendre

(3) Voir notre note Etude élémentaire sur I'homographie plane de
période trois et sur une surface cubique (Nouvelles Annales de Mathé-
matiques, 1916, pp. 49-61).
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une involution 13, d’ordre trois, a laquelle appartiennent les
trois systemes de cubiques planes

1p Xga?! 4- M3u?| "p \4xi4x2x3 — 0,
kia™xi + p2a;"3 + =0,
v,Na73 + ~x\xi + v3&fa?? = 0.

Rapportons projectivement les courbes (1) aux plans de
I'espace en posant

X, X2: X3 Xd=xi: ocl: a%:a&elxsx3.

Aux groupes de 13 correspondent les points de la surface cubi-
que F d'équation

possédant trois points doubles biplanaires 0j(1,0,0,0), 02(0,1,0,0),
03(0,0,1,0).

A la courbe (2) correspond sur F une cubique gauche K com-
mune aux trois quadriques

[aXjXg -f- p2X2Xs  p3XI =0,
(*1X4X4 + p2XI -)- N3X4X3 = 0,
[*1Xs + p2Xa2Xs  [XaXaXs = 0.

La cubique gauche K passe par les points On 02, 03 en y tou-
chant respectivement les plans X2=0, X3=0, X3=0.
En élevant les deux membres de I'équation (2) au cube, on
en déduit
FIX*X2 + pjXjX3 4- F3XIXi
4~ 3X4 (p-ijXgXiXg 4- FIF3X2X3 4- pIFi~Xi)
+ 3X5 ([A[*3X4 4- i*i(*iX2 + [*11*2X3) 4- OpiU.2p.3X4 = 0.

C’est une surface cubique F' ayant, d’apres la théorie des invo-
lutions, un contact du second ordre avec la surface F le long
de la cubique gauche K.

On peut voir aisément que la surface F' possede trois points
doubles biplanaires sur K. Posons

Q = pip3Xi -f- plpiXj, 4- p3p2X3 4- 3p4p2p3Xi = O,

Qi = p|p3iiXi -f plpf»2X2 4- p5p2@3X3  3pdp2p3Xi = 0,

Q2 — pi(¥r2Xi 4- p|piviXz 4~ pl12@i X3  3piplpiXd =0,

03= plpaljXj -f p|pi«4X2 4- pip2i)2X3 — 3p, p2p3Xi = 0,
ou Vj, v2, v3 sont les racines de I’équation

vi—3v—1=0.
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L’équation de la surface F' s'écrit sous la forme
Q1L)203-Q3 = 0.

Les plans GI=0, 02=0, 03=0, Q=0 forment un tétraédre
proprement dit et les sommets de ce tétraédre appartenant au
plan Q=0 sont évidemment des points doubles biplanaires de
F', situés sur la cubique gauche K.

On vérifie que les surfaces F, F' s’osculent le long de K en
utilisant la représentation plane de F. Nous obtiendrons cette
représentation sur un plan a en posant

X, X2 X3 X = ylyd:y\y( vy, 1 yy.,.
A la section de F par F' correspond dans le plan ¢ la courbe
Wiliyi + yNY-i + y-ays? = 0,

ce qui démontre notre assertion.

On obtiendrait évidemment des résultats analogues en par-
tant des courbes (3).
Liége, le 30 décembre 1913.
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