
Sur une configuration formée par deux suites de Laplace,
par Lucien GODEAUX, Correspondant de l’Académie.

Nos recherches sur les surfaces ayant mêmes quadri- 
ques de Lie nous ont conduit à deux suites de Laplace dont 
l’une est doublement inscrite dans l’autre 0). D’une 
manière précise, considérons deux suites de Laplace

— i Pi t Pi t Qi-<
.... m,,rn^rn, n, nl,...,nt, ...

dans lesquelles chaque point est le transformé du précé­
dent dans le sens des u.

Le point mi est l’intersection des droites p(-1 p,_2 et 
P,+i Pi+2 et le point n(, celui des droites q,^ q,_2 et qi+1 qi+2. 
La droite p, pI+1 contient donc les points m,.,, mi+2 et la 
droite q, qi+i les points n(_lt ni+2.

Dans cette note, nous nous proposons d’indiquer une 
configuration analogue, formée par deux suites de Laplace 
de l’espace à cinq dimensions. Tout plan déterminé par 
trois points consécutifs de la première suite contient deux 
points de la seconde.

1. Soit (x) une surface non réglée, rapportée à ses 
asymptotiques a, v. Les coordonnées projectives homo­
gènes x,, x2, x3, tc4 d’un point x de la surface (x) satisfont 
au système d’équations aux dérivées partielles complète­
ment intégrable

a?20-f 2bx°l + c{x ^ 0, xea + 2ax'° + c,x = 0, (1)
où fl, b, c4, c2 sont des fonctions de a, v, différentiables

(p Sur les surfaces ayant mêmes quadriques de Lie. (Bull, de l'Acad. 
roy. de Belgique, 1928. pp. 158-186, 345-348.)
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L. Godeaux. — Sur une configuration

autant de fois qu’il est nécessaire, les deux premières de 
ces fonctions n’étant pas identiquement nulles 0).

Désignons par Q une hyperquadrique de l’espace 
linéaire S5 à cinq dimensions représentant l’espace réglé. 
Soient U, V les points de Q qui représentent les tangentes 
xx10, xx01 aux asymptotiques u, v au point x de la sur­
face (x). On sait que IJ, V sont les transformés de Laplace 
l’un de l’autre (Tzitzeica, Bompiani).

Les coordonnées radiales
U x .r'° , V = | x x01 

des points U, V satisfont aux équations
U*° -f 2bV = 0, V01 + 2aU — 0.

Soient Ux, U2, U3, ... les transformés successifs de 
Laplace de U dans le sens des v, Vj, V2, V3, ... ceux de V 
dans le sens des u. On a

u;? = U„+1 + U„ (log b h,.,. hn)01, U“ = hnUH-„
U“ - Ujf (log b h,... hny* - hn u„ = o,

où l’on a posé
K = — (log h k, ... hn-,)" + K-,.

On a de même
V“ = Vn+l + Yn (log ah,... hlt)i0, V“ = kn\n^,

V“ — V« (log ah,... /o,)10 — knYn = 0,
moyennant

hn = — (log ah,... h,,—,)" ~ hn—,.

La suite de Laplace L,
..., U„,..., Un U, V, V»,..., V„,... (L)

est autopolaire par rapport à l’hyperquadrique Q. Le point 
UB a pour hyperplan polaire par rapport rà Q l’hyperplan 
Vn_2 Vn_i V. Vn+1 Vn+2, le point Vn l’hyperplan U„_2 Un_, Un 
Un+i Un+2. En particulier, les points U1(U, V,ont respec­

ta Pour les notations et la bibliographie des questions envisagées ici, 
voir notre exposé : La théorie des surfaces et l'espace réglé (Paris, 
Hermann, 1934).
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formée par deux nui les de Laplace.

live ment pour hyperplans polaires UVV^jV.,, UxUVViV,,, 
U,U.UVV1; UJU2U1UV.

Les sections de Q par les plans conjugués Un Un+1 Un+2., 
' n V„+i Vn42 représentent les systèmes de génératrices des 
deux modes d’une quadrique <I>„. On obtient ainsi une 
suite de quadriques 0, <I>2, ... dont la première, qui
correspond aux plans UUjUa, VV1V2, est la quadrique de 
Lie attachée à la surface (x) au point x. Deux quadriques 
consécutives de la suite se touchent en quatre points qui 
sont des points caractéristiques de ces quadriques. Les 
laisceaux des tangentes aux quatre points de contact des 
quadriques sont représentés sur Q par les droites
joignant les points de rencontre de Q avec la droiteU„ UB4x, 
aux points de rencontre de Q avec la droite V„ Vn+1.

2. Désignons par C1; C2 les points de rencontre de la 
droite avec Q, par D1; D2 ceux de la droite L^Ua
avec Q. Les faisceaux des tangentes à la quadrique de Lie $ 
aux points caractéristiques de cette quadrique distincts du 
point x sont représentés sur Q par les droites CjD,, CjD,,
QA, c2d2.

Nous avons établi que la condition nécessaire et suffi­
sante pour qu il y ait conservation des asymptotiques sur 
les différentes nappes de l’enveloppe de la quadrique de 
Lie $ est que l’un des points C1; C2, D,, D2 et par suite les 
autres, engendre un réseau conjugué à la congruence 
(VA) ou à la congruence (UlU2).

Analytiquement, cette condition se traduit de la manière 
suivante : Posons

a = 2 (log.rt)2» + (log «)‘“2 + 4 (-f cf),
[3 = 2 (log b)œ + (log 6)01* + 4 (a10 + c2).

On a
a c/.10 -f- 2 a a10 = ô(301 -)- 2 [3ô0i,

relation qui se déduit des conditions d’intégrabilité du 
système (1).
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L. Godeaux. — Sur une configuration

Pour que les asymptotiques des différentes nappes de 
l’enveloppe de la quadrique de Lie soient les courbes u, v, 
il faut et il suffit que les deux membres de cette relation 
soient nuis, c’est-à-dire que l’on ait

(log a2a)40 = 0, (log ô2P)01 = 0. (2)

Nous avons établi que dans ces conditions, les droites 
CA01, C2C201, DJVS D2D2u1 concourent en un même 
point

A = 2 a [«V + V, (log aki)10 + V2]

et que les droites D^10, D2D210, C^CV0, C2C210 concourent 
également en un même point

B = 21) [PU + U, (log bhf)M + U,].

Les points A, B se correspondent dans une transforma­
tion de Laplace. On a précisément

A‘° + 2«B = 0, B“ + 26A = 0.

Nous avons établi la relation

u3 + u2 (îog bmthY + p,ut + i pu (îog
+ 2a [aV + V, (log ak.r + VJ = Ü, 

où l’on a posé

P, = P + (log bhff + (log bhff (log 62/),)01-

Sous la condition (2), cette relation se simplifie. Tout 
d’abord, le terme en U disparaît. Observons ensuite que, 
d’après les conditions d’intégrabilité du système (1), on a

p10 = — 2/i, (log b hi)01.

D’autre part, d’après (2), on a
p™ = — 2 P (log b)m.

En exprimant la condition d’intégrabilité, on déduit

/ii Pi = 4 «6 p.
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Par suite, ou a

A U3 + U2(logô3/i(^)°‘ +
4 u b fj
~fh~

Le point A est l’intersection des plans VVA^, UjUîUs, 
qui appartiennent à un même hyperplan.

En utilisant de même les relations

a01 = — 2 k, (log ak,)'0, 
on obtient de même

— 2a (log a)10,

B = - — V3+V2(log«^;A2)*o + l^Vl
1

et le point B est l'intersection des plans Ul^Ua, ViV^.

3. Désignons par A1; A*, A,, ... les transformés succes- 
sils de Laplace du point A dans le sens des v, nous avons

A~ = Ah+1 + A„(logah,... Æ„)M, AJ» = hnA,,.,,
AJJ — AJ» (log ah,... kn)M — huA„ = 0.

Désignons par Bl; B2, B3, ... les transformés successifs 
de Laplace de B dans le sens des u. On a

B» = B„+1 + B» (log b h,... hn)10, B»1 =
B» — B» (log b h,... hny° — hn B(1 = 0.

Nous allons rechercher les expressions de A„, B„ en fonc­
tion des points de la suite de Laplace

..., U„,..., Ut, U, V, Y,,..., V„,... (L)

et, les liaisons de cette suite avec la suite (M),

M,t Ant •••) A,, A, B, BJ;..., B,lt... (AI)
Auparavant, nous établirons quelques formules.

4. Posons, pour abréger l’écriture,

K,i = an+l h'}krl... K, H„ = bn+lh\l hf*... hu,
K; = a k, h,... kH, HJ, = b h,K... hn.
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Posons ensuite a0 — a. et, pour n>l,

r k,a20 r k„ v° f, , k;v°
a,j = an_, -f i log —— ) -f- ( log — j ( log j ,

\ H n—3/ \ ün—3/ \ nn-2/

en convenant d écrire H_i = l.
Nous avons trouvé plus haut

k= Aabu.
On en déduit

f b\ia 
«î° = «i ( log ^7 ) •

D’autre part, de l’expression donnée comme définition 
de ax, on déduit

a J1 = — (log lv2)10 + 4 « & (log Ki)10.

En exprimant la condition d’intégrabilité, on trouve

h! . 2 h;
«2 = r a* = 4« a 17-

A* k.:

Supposons que l’on ait, d’une manière générale,

h;_iou — An" a.
KL ’

(3)

pour une valeur de n et pour les valeurs inférieures. 
On en déduit

J0 / Un-! V"
H s_77 '

D’autre part, on a

*“ = + K-1 ( log — kn+i (log —4 )

— hn-t [ log H

H/i—3/
K \ioIV>i—i \

Hn_2>

+ kn ( log
K \10

V Hn_

ün en conclut
K Vu

< = K-i ( log ) — A»+i log
H„_;

Ol+l
H,
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En exprimant les conditions d’intégrabilité, on trouve

- hn . . h;
“+1 = h--- n = 4(1 a U~I— '

Kn+l *^re+l

La relation (3) est donc vraie en général.
En posant de même = p et, pour n>l,

avec K_! = l, on trouve

hL„

= K-, log
H„

K„
-h.'«-H log

H , \oi nn-H \

(4)

5. Dans un travail antérieur (1), nous avons établi la 
relation

= 0,

V,i+3 + V/1+2 ^log — J -f- an+1 Vn+1 + y « V„

h;
K„-,

où y„ est donné par la formule

(hn+i L'n+l) Yn ~ Æ5ji+i

Iin-i Vn-2 \ lOg — ^ + ftn-2^n-l^u~3

K„

<-H + *«+1 ( lOg K»+'Y
h;/

^n+i
~kT

/ H' \oi'
Pn+i d- Pn+i (log “777" J

D après les relations (3) et (4), yn est nul tout au moins 
lorsque hn+1 et kn+l sont distincts. On peut voir aisément 
que y„ est nul dans tous les cas.

Le point B est l’intersection des plans V^V, et UU,IJ2; 
le point Bu transformé de Laplace de B dans le sens des u, 
est par conséquent l’intersection des plans V2V3V4 et 
VUUi; ...; le point Btt est l’intersection des plans Vn+1 Vn+2

l1) Sur la suite de Laplace de l’espace réglé associée à une surface. 
[Bull, de la Soc. roy. des Sciences de Liège, 1934, pp. 64-67.)
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Vn+3 et V„_3 Vn_2 Vn_i- On en conclut que ces plans appar­
tiennent à un même hyperplan et que par suite y„ = 0.

Ou doit avoir, d’après ce qui précède,

B„ = l
K. V°

' «+3 "T* Ll+2 ( log — J + 3,i+iV,,-l

On a
B“ = K B,^

et, en remplaçant B„ par sa valeur, on en déduit

B„_i = À L+S + V>l+l log Kn+lV°
H n-J

+ a/iV(i

On en déduit de plus que À ne peut dépendre de a.
En continuant de la sorte, on arrive à

B = X [V, + V2 (log K2)‘° + «iVj,

d’où X — ——1. On a donc, en tenant compte des relations 
(3) et (4),

B„ = — V«+3 + Vn+2 ( log
K \io
üzJ

h;4 a2 a -A V
K' 'i+i

«+i
et

Bn = - 4ô2fJVn_1 + ~ V„_2 ( log
H„

K„
h;

KL
V„_3.

On obtient de même

A„ = U'j+3 + b;(+2 i log tL+A01
K n-J 4bA k;

h: - u*
»+i

ei

A„ = — 4 a2 a U,^ + 

Pour n = l, 2, on a
ëu"-(108

JL
11,,-:

1 k;_ _ _ _ " TT

H' ;11 n—3

B, = — 4&2(3V — 2bhA (log bhff1 U + 26/1,11,,

b2 = - 462pv, - ~ (log h2)“ v + 2h;u,

A, = —lr<2aü — 2aA, (log akf)i0 V + 2«A’.,V,, 
K.#

A2 = — 4 a2 a U, — j (log K,)10U + 2K;v.
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6. Observons que l’on a

et
K)i+.|'YU ^«+4 TT
û i — u«+*

Par conséquent, le plan Vn+1 V„+2 Vn+3 contient les points 
Bn, Bn+4 de suite (M), et le plan U„+1 U„+2 Un+3 les points 
Att, Ab+4 de cette suite.

En particulier, le plan \ \ jV2 contient les points A et B3; 
le plan UVY, les points Ai et B,; le plan UjUV, les points 
A2 et Bx; enfin le plan U^U contient les points A3 et B.

Chaque plan déterminé par trois points consécutifs de 
la série (L) contient deux points de la série (M) ; entre ces 
deux points se trouvent trois points consécutifs de cette 
série.

Comme nous l’avons remarqué, les plans Vn+1 Vn+2 Vn+3 
et VB_! V„_2 Vn_3 appartiennent à un même hyperplan et se 
rencontrent au point B„. Les plans conjugués des précé­
dents par rapport à Q sont les plans U„+1 U„+2 U„+3 et 
U«_i U„_2 U„_3. Ces plans se rencontrent au point A„, donc 
ce point a pour hyperplan polaire par rapport à Q l’hyper- 
plan V„_3 V„_2 Vn_! Vn+1 Vn+2 \'n+3. De même, le point B„ a 
pour hyperplan polaire par rapport à Q l’hyperplan

En particulier, le point A est le pôle de l’hyper- 
plan U2U1UV1V2V3 et le point B, celui de l’hyperplan 
V.VtVUtU.U..

Si l’on prend sept points consécutifs de la série (L), les 
trois premiers et les trois derniers appartiennent à un 
même hyperplan dont le pôle par rapport à Q est un point 
de la suite (M).

Cette propriété est réciproque. Considérons en effet 
l’hyperplan Un_2 Un_! Un U,,^ Un+2, qui a pour pôle par rap­
port à Q le point Vn. Le plan Un_2 U,^ U„ contient les
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points Ab_s et An+1; le plan Un_! UB U„+1 les points 
An_2 el An+2 ; le plan U„ Un+1 Un+2 les points An_x et An_3. 
Par conséquent, 1 hyperplan polaire de V„ par rapport à Q 
contient les points A„_3, A„_2, An_1( An+1 An+2, An+3.

Si l’on prend sept points consécutifs de la série (M), les 
trois premiers et les trois derniers appartiennent à un 
même hyper plan dont le pôle par rapport à Q est un point 
de la suite (L).

En particulier, Pliyperplan BoBjEAjA^A, a pour pôle V 
el 1 hyperplan BsBJ^AAjA» a pour pôle le point U.

Liège, le 16 mars 1938.
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