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Sur une surface bicanonique de genre géométrique égal a un,
par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Il nous a paru intéressant de signaler la surface qui fait
I'objet de cette note, surface que nous avons rencontrée au
cours de recherches sur les involutions cycliques appartenant
a une surface algébrique.

La surface considérée appartient a un espace a quatre dimen-
sions; elle est l'intersection compléte d’une hypersurface du
sixieme ordre et d’'une hvperquadrique une fois spécialisée;
elle est donc d’ordre douze.

Elle possede un point multiple d'ordre six et une courbe
double d’ordre quinze, passant neuf fois par le point sextuple.

11 existe un hyperplan touchant la surface suivant une courbe
gauche d’ordre six et de genre quatre, qui est la courbe cano-
nique unique de la surface.

Les sections hyperplanes de la surface forment le systeme
bicanonique de celle-ci.

Le diviseur de Severi de la surface est a=3.

La surface possede les caractéres

Va=pg: Lpll=4 P, =05 o

Cette surface est I'image d’une involution cyclique de période
trois, privée de points unis, appartenant a une surface de
genres p,,=p,,-5, p(P=10.

1. Soit, dans un espace linéaire St a quatre dimensions, F la
surface intersection de deux hypersurfaces cubiques générales
et irréductibles, V33, V/3. Le systeme canonique |C| de la
surface F est formé par ses sections hyperplanes (*). On peut
établir cette propriété de la maniére suivante :

Coupons la surface F par un hyperplan ¢, nous obtenons une
courbe C de genre dix, intersection des surfaces cubiques
(V33, 5), (\V/3, 5). Représentons la premiére de ces surfaces sur
un plan to de telle sorte qu’a ses sections planes correspondent
les cubiques passant par six points A,, A2, ..., A6. A la courbe C
correspond dans to une courbe du neuvieme ordre, ayant des
points triples en A,, A2 ..., A,. Les adjointes a cette courbe

P) E.nriques-Campedelti, Lezioni sulla teoria delle superficie algebriche
(Padoue, f.edam, 1932). Voir pp. 323 et suiv.
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sont les courbes du sixiéme ordre ayant des points doubles en
Aj, A2, ..., A6 On en déduit que la série canonique compléte
de la courbe C envisagée est découpée par les quadriques de
I'espace C. Par suite, le systeme adjoint |[C'| de |C| est découpé
sur P par les hyperquadriques de S4. Il en résulte que le
systeme |[C| des sections hyperplanes de la surface P est bien
le systeme canonique de cette surface. De plus, les courbes C'
découpent, sur une courbe C, la série canonique compléte, donc,
d’aprés le théoreme de Picard-Severi, la surface F est réguliére.

La surface P a les caracteres pa=pg=5, p<l)=10, P2=15, ...

2. Considérons I’homographie H cyclique de période trois,
d’équations
XX\ x) x3:xd=x0: ex, : ext:e2x3 e,
ou s est une racine primitive cubique de l'unité.

Les axes ponctuels de I'homographie H sont le point
R0 (1, 0, O, O, 0) et les droites r., r2 respectivement d’équations

Xaz=X3=x4—0, Xa=X, =Xi*=0.

Envisageons les hypersurfaces cubiques V33, V3'3 respective-
ment d’équations

ad (&, X2) + (x4, X8) + XO'f, (x0, X,, Xi, X3, x4) =- 0,
A (X,. Xi) + % (X3 x4y + J20»; (Xa, X,, x.2, X3, x4) = 0,
ou nous posons

«3rn 0008 + a,x\Xi + a,x,xi -fa3x$, a;= nlx]H--------m--- b a;xl
& = boOil + b,x\x4 + b,xsxi -I- b3x§ % = biix) -\------ b b[,;cl
ft = °0Xo -b C, r,x3-b c2x,x3 + ¢3x, x4 + cix, x4, [ = c\xl ------- b Cix., rt.

Ces hypersurfaces sont transformées en elles-mémes par H
et il en est de méme de leur surface d’intersection F. Sur celle-ci,
H détermine une involution 13, d’ordre trois, dépourvue de
points unis, si les équations de V33, V,'3 sont, comme nous le
supposerons, a coefficients généraux.

Les hyperquadriques de S4 transformées en elles-mémes par
H forment trois systemes linéaires de dimension quatre. Consi-
dérons l'un d’eux,

NOxq ‘D r|./ (P ALS2S3 ~b A, e ~b Axaxs — 0

et, pour obtenir un modele projectif de la surface »» image de
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I’involution 13, rapportons projectivement les hyperquadriques
de ce systeme aux hyperplans d’un espace S'4 en posant
X0 X4 X2 X3 X4 =0l x4X3 1 X2X3 : Xxdx4 : X2x4,

La surface ¢ est tracée sur I’hyperquadrique conique R
d’équation
XIX(-X«X! =0. 1)
Des équations de V33, V3"\ on déduit

UKL X,) + (X, X3) -(- pX3#®, = 0,
a3 (Xj, X)) £ (X{, X.) - pXFx0pt = 0,

ou p est donné par x02=pX0 et ou I’'on écrit

== ¢,,X0 -f- CjXi -f- ¢2X2 -(- c3X3 -j- C4X4, NoX0 -f- eee _j- C4X4
On en tire
Xo X; (i>i«3 fi ~3) (Fi@3 fiHa) "H K1-3 — all — 0. (¢¥))

Observons que l'on a, sur I’hyperquadrique Q,

@t = X2p3(X*, XD X}, X8), =300 = Xjp3(X,, X2 X3, XJ,
aR83= Xtys (X, X X3, X], = X3 (X,, X2, X,,XJ,

ou 3, ¢'j, «3, ®a sont des formes cubiques.
Cela posé, I'équation précédente s’écrit

Xo [fi #3 + fI273  fIfi (F3 + "a!] + ('3— fs)l = 0. @)

Le degré du systeme |2 C| étant 4.9, la surface 4 doit étre
du douzieme ordre; elle est I'intersection des hypersurfaces

) et ).

3. Dans le systeme canonique |C| de F, il existe trois systéemes
linéaires partiels appartenant a I’involution 13, ce sont:

a) La courbe isolée C, déterminée sur F par I’'hyperplan
£0=0 passant par rn r2,

b) Le faisceau de courbes |C,| découpé par les hyperplans
x2=1Ix! passant par le point R0 et la droite r2,

c) Le faisceau de courbes |C2| découpé par les hyperplans
x4=1x3 passant par le point R0 et la droite r,.

A la courbe C0 correspond sur & une courbe ro de genre
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quatre, appartenant a I’hyperplan X, =0. L’hypersurface (2)
touche cet hyperplan le long de la surface cubique

Xo = 0, p3— «i = O

et le cobne Q coupe cette surface le long de la courbe ro de genre
quatre.
On remarquera que la variété (2) possede une courbe double

Xo=0, i3+ Y s—ft2i(?3+Cs)=0, Ca—Ca—0,

d’ordre quinze. La surface « posséde donc trente points doubles
sur la courbe ro.

Aux hyperplans de S'4 passant par le point O0 (1, 0, 0, 0, 0)
correspondent dans S4 les cbnes

\XiX-i + 12X2X3 + + \oc2xt =0

de sommet RO. Ces cbnes passent par les plans R,,”, ROr2
contenant chacun trois groupes de I'involution 13. Il en résulte
que le point O0 est sextuple pour la surface <. Effectivement,
on voit que le point O0 est double pour le cone (1) et triple
pour la variété (2).

Aux courbes C, correspondent sur < des courbes r, d’ordre
six et de genre quatre. De méme aux courbes C2 correspondent
des courbes F, d’ordre six et de genre quatre.

Envisageons, par exemple, les courbes r2 A la courbe C2
découpée sur F par I’hyperplan xi =1x3 correspond, sur 4>, une
courbe F, située dans le plan

X, = aXuXi — ).X2,

dont le lieu, lorsque X varie, est le cone Q.
Dans ce plan, I’équation de la courbe F2 est

Xoi¢ «3(X!’xe)!-lep V1)l + K(X,, X2) p,(i,)0t* =o.

Cette courbe possede un point triple a tangentes, en général,
distinctes au point O0 et trois points doubles représentés par

I C  «3(X, Xi) P, (1,1)
I o; ai(Xx,,X.) pl(1.X)

Elle est donc bien de genre trois.
Dans ces derniéres formules, on a

fi - cOX0 + (¢, + ~Ci) X, + (¢, + ).cf) X2

et une expression analogue pour 9',.
On trouve de méme que les courbes r, ont un point triple
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en 00 et trois points doubles représentés par des équations
analogues aux équations (3), asavoir
fi ~MO-) (X, X))
a&oa3(,a)  &M(4x3y)
X2 =AX, Xi=AX3

4. Le lieu des points doubles, tant des courbes r, que des
courbes r2, est une courbe appartenant aux surfaces
B %X, X7 BK, X3 I~
do<(xlxt) AU I
X, XE—X2X3 = 0. 1)

Cette courbe est également située, par exemple, sur la surface
ri ai (X[, X2) i3 (X2, X4
% «i(X,, Xo) &(X?,X4)
On remarquera que la surface (5), du quinziéme ordre, est
double pour I’hypersurface (1.
Projetons la courbe intersection des variétés (1) et (5) du
point 04 (0, 0, 0, 0, 1) sur le plan X.,=0. Nous obtenons la courbe
CbXpX, + CjXfm s XjX* + 03X4X3+ <4X2X3 a3 (X,,X2) p3(X,,X3)
CooXi + gX; -j- t2XIX> + C3X, X3 + UsX2X3 a3(XItX2) ~3 (XJ( X3)

Cette courbe est d’ordre 21 et comprend trois fois chacune
des droites X1=X2=0, X, =X3=0. Il en résulte que la courbe
lieu des points doubles des courbes r,, r2 est du quinzieme
ordre; elle est double pour la surface 4.

La courbe intersection d’'une quadrique et d’une surface du
sixieme ordre étant de genre 25, les sections hyperplanes de la
surface 4, qui possédent 15 points doubles, sont de genre dix.
Nous désignerons ces sections hyperplanes par r.

Une courbe r, et une courbe r, constituant une section hyper-
plane de 4, la courbe double de cette surface doit avoir la
multiplicité 9 en OO0.

La surface » posséde donc une courbe double du quinzieme
ordre passant neuf fois par le point sextuple de la surface.

5. Nous avons vu que le systeme canonique |C| de F contient
une courbe C0 et deux faisceaux de courbes |C4l, |C3] appar-
tenant a Il'involution 13, Nous avons démontré que si une
surface possede une involution cyclique privée de points unis,
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le transformé du systéeme canonique de la surface image de
cette involution est le systtme de dimension minimum, appar-
tenant a I'involution, compris dans le systéme canonique de la
surface support de revolution (*).

Il résulte de ce théoréme que la courbe canonique de la
surface & est la courbe ro.

Dans le systeme |2C| se trouvent trois systemes linéaires
partiels appartenant a l'involution 13; ils sont respectivement
découpés par les hyperquadriques

WV + etfi--b; + >*#*(*, + \celzi + \xtxi = 0,
\OXT + \XiXt + \x\ + 13X0X3 + .XoX, =0,
+ \>x3x4 + \x\ + \xx0xt + \x0x?2 = 0.

La courbe Ci0 étant découpée par I'hyperplan x,=0 sur F,
le premier de ces systemes est le transformé du systeme bica-
nonique de <, puisqu’il contient la courbe 2C,,. Par conséquent,
le systeme bicanonique de ¢ est le systeme |r| de ses sections
hyperplanes.

Drailleurs, la courbe ro est du sixieme ordre et sa série cano-
nique est découpée par les plans de I'espace a trois dimensions
X0=0, donc par les hvperplans de S'4.

La surface ¢ est réguliere comme F et a donc les genres

P« =pg =1, pw=4, P2-=5

Ce sont également les valeurs que donnent les relations liant,
d’une part, les genres arithmétiques et, d’autre part, les genres
linéaires des surfaces F, < relations que nous avons établies
dans le cas des involutions cycliques (3).

Remarquons, en outre, que le diviseur de Severi de la
surface ¢ est a=3, d’aprés un théoréeme que nous avons établi
autrefois (4).

Liege, le 28 octobre 1941.

(@) Sur les involutions cycliques dépourvues de points unis, appar-
tenant & une surface algébrique réguliére (Bull, de I'Acad. roy de Bel-
gique, 1932, pp. 672-679).

(-1T) Voir notre exposé sur Les involutions cycliques appartenant a une
surface algébrique (Paris, Hermann, 1935).

(4) Sur certaines surfaces algébriques de diviseur supérieur a Il'unité
(Bull, de I'’Acad. des Sciences de Cracovie, 1914, pp. 362-368).
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