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Quelques remarques
sur les surfaces de genres un et de rang deux,

par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.
(Seconde note.)

Dans cette seconde note (*), nous considérons les surfaces de
genres un wa=P4=1), de rang deux, d’ordre huit, appartenant
a un espace a cing dimensions. Nous commencons par faire quel-
gues remarques sur les surfaces qui contiennent des courbes
d’ordre huit et de genre trois, ou qui possedent deux points
doubles coniques. Nous passons ensuite aux surfaces de rang
deux, dont nous sommes parvenu a former les équations. Nous
obtenons ainsi le théoreme suivant

Si Pi-=0,¢9*=0,tP=0, =0.9=0,

=0, =0, =0, =o i, —o0

sont les équations de dix hyperplans guelcongques d'un espace
linaire a cing dimensions, les équations

T+ Nf=T< FTa+la]s =
Ti +T I +2T i — 13=0

représentent une surface normale d'ordre huit, de genres un
(pa=P4=1), image d'une involution du second ordre apparte-
nant a une surface de genres un.

1. Soit F une surface de genres un (pa=P, =1), normale,
d’ordre huit, de S5 Ses sections hyperplanes G sont de genre
cing.

Supposons en premier lieu que la surface F soit assujéttie a
contenir une courbe r d’ordre huit et de genre trois. La courbe r
appartient a un systeme linéaire |F| de degré quatre et de dimen-
sion trois.

Nous allons montrer que la surface F contient une infinité de

p) La premiére note a été publiée dans le Bulletin de la Société
royale des Sciences de Liege, 1945, pp. 282-296. Au sujet des surfaces con-
sidérées ici, nous avons déja obtenu quelques résultats antérieurement.
Voir notre note : Sur les surfaces normales de genres un de I'espace
a cing dimensions possédant huit points doubles (Bull. Soc. roy. Sc.
Liége, 1939, pp. 427-433).
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systemes linéaires de courbes de genre cing et de genre trois.

Le systeme linéaire |Xr| est de genre 2X2+1 et également de
dimension 2X2+ 1. Ses courbes découpent, sur une courbe C,
une série linéaire d’ordre 8X qui, complétée éventuellement, est
de dimension 8X —5. La plus petite valeur de X pour laquelle
on a 2X2+1>8X—5 est X=4. Le systtme |4r|, de dimen-
sion 33, découpe sur une courbe C une série d’ordre 32 et de
dimension 27; il y a donc och courbes de |4r| contenant une
courbe C comme partie. Les courbes

G=—G+4r

forment donc un systeme linéaire |C,j de dimension cing et
par suite de genre cinq et de degré huit.

Les courbes Cj coupent les courbes r en des groupes de huit
points. Les courbes 2C, appartiennent a un systeme linéaire
de dimension 17; elles découpent sur une courbe r une série
d’ordre 16 et de dimension 13; par suite il y a oc3 courbes de
|2C,| contenant une courbe r comme partie. Les courbes

rh=2c,—r=—2g+7r

forment un systeme linéaire |r,| de dimension trois, donc de
genre trois et de degré quatre.

Les courbes Tj rencontrent les courbes C, en huit points;
donc, en reprenant le raisonnement fait plus haut, les courbes

C=—G,+4ffj=—7G+24P
forment un systéme linéaire |C2|, de dimension cing, de genre
cing et de degré huit.
De méme, les courbes
nN=2g9—r,=—12G+4ir

forment un systeme linéaire |r2| de dimension trois, de genre
trois et de degré quatre. Et ainsi de suite.
D’un autre co6té, les courbes

E-l=2C—r
sont de genre trois et forment un systéme linéaire |r_j| de

dimension trois et de degré quatre. Elles rencontrent les cour-
bes C en huit points; par suite les courbes

G, =—G+4r !1=76—4r

forment un systéme linéaire |C_,| de genre cing, de dimension
cing et de degré huit.
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Le systeme
ir,, =liec—71r,

et le systéme
C 2 = 141G —24 T|

sont le premier de genre et dimension trois, degré quatre, le
second de genre et dimension cing, degré huit. Et ainsi de suite.

Si le fait de contenir la courbe r est la seule condition impo-
sée a la surface F, les courbes C,F forment, sur cette surface,
une base de déterminant

La forme quadratique associée a cette base est
4 (2X2 + 4X pi + (jid).
Cette forme admet la substitution automorphe
= —»—2fx, fd = 4X + u,

de module 1. Cette substitution fait correspondre aux cour-
bes C, F les courbes Cj, I\, a celles-ci les courbes C2, r2, etc.
Son inverse fait correspondre a C, F les courbes C n r_,, etc.
Il ne semble pas cependant que la surface F posséde une trans-
formation birationnelle en soi. Pour pouvoir appliquer la théo-
rie de M. Severi (2), il faudrait prouver que les courbes C, r
forment une base minima. Il semble assez difficile d’écarter la
possibilité d’'une base de déterminant — 8.

2. Supposons en second lieu que la surface F posséde deux
points doubles coniques On 02 En projetant la surface de ces
deux points sur un espace S3, il correspond a F dans celui-ci
une surface F', d’ordre quatre, sur laquelle, aux domaines des
points Oj, 02, correspondent deux coniques Yi, ne se rencon-
trant pas.

Le plan <g de Yi coupe encore F' suivant une conique y\ et le
plan u2 de y2 suivant une conique y'2. y'i rencontre y? en deux
points et y'2 rencontre Yi en deux points également.

Soient al=0 I’équation du plan at; pi=0 celle de c2, a2=0

(2) Complementi alla teoria della base per la totalita delle curve di
una superficie algebrica (Bendiconti Circolo Matematico di Palermo,
1920, t. XXX).
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I’équation d’une quadrique passant par les coniques y,, y'2, et
p2=0 I’équation d’une quadrique passant par y2, y'i, *i, Pi, *2, p,
étant des formes en x0, xIt x2, x3 dont le degré est indiqué par
Iindice. L’équation de la surface P peut s’écrire sous la forme

@ Pi+«lpi*2=0,

92=0 étant I’équation d’une quadrique.

Les sections planes de F' sont les courbes C—yl—y2, par
conséquent les courbes C sont découpées sur F' par les surfaces
cubiques passant par les coniques y'n yV Les équations de ces
courbes étant respectivement al=p2=0, pl=p,=0, les surfaces
cubiques sont représentées par l'’équation

aiPi 00"F FOCGi4F H'"3 -(-X40fjaz+ [J p2=0.

Rapportons projectiveinent ces surfaces aux hyperplans d’un
espace Sb en posant

g &3 X4 ' X5

Pi 0C0 |Pix3 a2 pip?

A la surface F' correspond la surface F, dont les équations
sont

p! =2, r5a, = p2, X4 X5 + @2 = 0.

Les points doubles coniques O,, O, de cette surface sont res-
pectivement les points (0,0,0,0,0,1), (0,0,0,0,1,0).
Les courbes

=G—2y,—yeyi=G—y, —2y*

de F' correspondent respectivement aux sections de F par les
hyperplans passant par O,, O, et contenant, le premier le céne
tangent en O, a F, le second, le c6ne tangent en O,.
Observons que la surface F' est aussi la projection de la sur-
face
acdog = a2, X, p! = p2, xdah-Ff2=0

a partir des points doubles coniques (0,0,0,0,1,0), (0,0,0,0,0,1).
Les domaines de ces points doubles ont respectivement pour
homologues sur F' les coniques y'i, y"

3. Supposons maintenant que la surface F soit de rang deux.
Elle posséde donc huit points doubles coniques On 02, ..., Of
et un systéeme linéaire |r| de courbes de genre trois, le long de
chacune desquelles une hyperquadrique passant par les huit
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points doubles touche la surface. Si I’'on désigne par Yj,y2, 33
les courbes rationnelles de degré — 2 équivalentes aux points
doubles et par C les sections hyperplanes de F, on a donc'

26=21 +yl+vyl-f ... +y8

Projetons la surface F des points Ol5 02 sur un espace S3
Nous obtenons une surface du quatrieme ordre F' sur laquelle
les courbes Yi, y2 sont des coniques ne se rencontrant pas. Aux
points doubles 03, 04, .., 08 de F correspondent six points
doubles coniques 0'3, 0'4, ..., 08 de F'.

Le plan al de yt coupe encore F' suivant une conique et le
plan «2 de y2 suivant une conique y',. Celle-ci rencontre en deux
points yll et y\ rencontre en deux points y,.

Aux courbes r, d’ordre huit, de F, correspondent sur F' des
sextiques de genre trois, rencontrant en un point chacune des
courbes Yi, Y2 et par conséquent en cing points chacune des
coniques y'i. yV Les courbes P de F' passent de plus simple-
ment par les points 0'3, 0'4, ..., 0'8

Sur la surface F', les courbes C sont découpées par les sur-
faces cubiques passant par les coniques y',, y'a et par conséquent
par la droite d<t2, que ces surfaces cubiques rencontrent en
quatre points distincts. Les courbes 2C sont donc découpées
sur F' par les surfaces du sixieme ordre ayant comme courbes
doubles les coniques y'i, y's et la droite ata2. D’apres les pro-
priétés des courbes F, il existe une de ces surfaces du sixiéme
ordre touchant la surface F' le long de chacune de ces courbes.
Une telle surface du sixieme ordre doit rencontrer la conique Yi
au point d’appui de la courbe F correspondante sur y,; elle
rencontre donc le plan  suivant la conique double y'i, suivant
la droite double ala? et suivant un point extérieur; par suite
elle comprend le plan ai comme partie. Pour une raison ana-
logue, elle comprend également le plan & comme partie. Par
conséquent, il existe une surface du quatriéme ordre passant
par y'j, y'2 et touchant la surface F' le long d’une courbe F
guelconque.

4. Le systeme |F| a la dimension trois et ses courbes rencon-
trent yi en un point variable; il existe donc ocl courbes r pas-
sant par deux points de y! et comprenant par conséquent cette
courbe comme partie. Elles sont complétées par des quartiques
elliptiques K, s’appuyant en trois points sur y! et en un point
sur y'j. Les courbes Kj s’appuient de plus en un point sur y?
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et en trois points sur yV Elles passent en outre simplement
par les points doubles 0'3, 0'4, 0'8.

Considérons une courbe Kx Il existe une surface du qua-
triéme ordre $ passant par Yi, Y2 et touchant F' le long de la
courbe Kx+ fl. Les surfaces F', 4 déterminent donc un faisceau
de surfaces du quatrieme ordre passant par y'n Y2 et se tou-
chant le long des courbes Kn Yi- Ces surfaces ne rencontrent
pas le plan en dehors des coniques fl, y\; par conséquent,
il existe une surface du faisceau comprenant le plan < comme
partie. Elle est complétée par une surface cubique <x passant
par les coniques Yi> Y2 et touchant la surface F' le long de la
guartique Kx

La premiére polaired’un point P quelconque de I’espace par
rapport a F' est une surface cubique coupant une courbe K, en
douze points parmi lesquels les six points doubles 03, 0%,
0'8. La développable engendrée par les plans tangents a F' le
long d’une courbe Kx est donc de classe six. La premiére polaire
du point P par rapport a la surface cubique ¢« touchant F' le
long d’'une courbe Kx est une quadrique coupant Kx en huit
points. En deux de ces points, le plan tangent a x doit étre
indéterminé et la surface tpx posséde donc deux points doubles
sur la courbe Kx.

Représentons la surface ¢t point par point sur un plan ta
Nous pouvons obtenir cette représentation de maniere qu’aux
sections planes de tx correspondent des cubiques 3 passant par
six points distincts A0, Ax, An, Al2, A2l A23 les droites
al=AllAL, «=A2A2 se coupant au point A,. Ces droites cor-
respondent aux points doubles coniques de la surface. Au
domaine du point Al correspond la droite de ¢« joignant ces
deux points doubles.

Aux sections de <« par les plans passant par la droite (<t
correspondent les courbes {3 d’un faisceau. Dans ce faisceau
se trouvent deux courbes dégénérées, correspondant aux sec-
tions de ¢x par les plans <g, 2. A la courbe Yi correspond, dans
le plan to, une conique Yi passant par les points A0, A,, A,,, All
qui, avec la droite A12A22, forme une courbe 3. A la conique y'
correspond dans to une conique Y2 passant par les points
A0, Ax, A2, A2 et formant, avec la droite AnA2l, une courbe '}3.

Une surface du quatriéme ordre passant par y'i> Y2 coupe 9,
suivant une courbe représentée dans to par une courbe du dou-
zieme ordre comprenant Yd Y2 et complétée par une courbe du
huitiéme ordre passant deux fois par les points A,, Au et trois
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fois par les points Au, Al2, A2l, A22. Si, en outre, la surface du
guatrieme ordre passe par les points doubles de 915 cette courbe
du huitieme ordre comprend comme parties les droites al
et est complétée par une courbe du sixieme ordre passant deux
fois par les points A0, An, A12, A2l, A2, mais ne passant pas
par le point A,. Si la surface du quatrieme ordre envisagée est
la surface F', cette courbe du sixiéme ordre est une cubique K,,

comptée deux fois, correspondant a la courbe de contact K,

de F' et de 9,. La cubique Kj passe simplement par les points
A,,, An, Al2, A21, A22, mais ne passe pas par Au

5. Sur la surface F', les courbes K, forment un faisceau |K,|
et il existe donc ool surfaces cubiques 9, touchant F' le long
de ces courbes. Ces oc! surfaces 9j appartiennent a un réseau
19, de surfaces cubiques et forment, dans ce réseau, un Sys-
teme {9,} d’indice deux, dont I’enveloppe comprend F' comme
partie.

Les surfaces cubiques 9 passent par les coniques»Yi, yV Deux
de ces surfaces ont encore en commun une courbe du cinquieme
ordre s’appuyant en quatre points sur chacune des coniques
Tu j'2- Une troisieme surface 9 ne passant pas par cette courbe
du cinquieme ordre, la rencontre encore, en dehors de Yn y"
en sept points. Le réseau [p| a donc pour base les coniques
Yu y%2 et sept points isolés.

L’enveloppe du systéeme {91} est une surface du dixiéme ordre
formée de la surface F' et d’'une quadrique Q. Les points-base
de [p| sont doubles pour cette enveloppe; il en.résulte que les
sept points-base isolés du systeme {9 sont les points 0'3,
04, ..., 0'¢ doubles pour F' et un point O, qui doit étre double
pour la quadrique Q, qui est donc un cbne. De plus, les coni-
ques Yd y'2 étant doubles pour I'enveloppe de {9 et simples
pour F', le cone Q doit passer par ces conigues.

Reprenons la représentation d’'une surface cubique ” sur le
plan to. Une seconde surface 9lt soit 9, coupe  suivant une
courbe qui comprend les coniques Yd y'2; le restant de l'inter-
section est représenté sur to par une courbe "5 du cinquiéme
ordre, passant une fois par les points A,,, Al et deux fois par les
points Au, Al2, A2l, A2,

Faisons tendre d’une maniére continue la surface vers la
surface 9,; I'intersection des deux surfaces, en dehors des coni-
ques 9u 42, tend vers une courbe formée de la courbe K¢ de gn
et d’'une droite qui doit appartenir au céne Q. Dans le plan to,
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la courbed/5 doit donc tendre vers une courbe qui comprend la
courbe Kj. Le restant de cette courbe limite est une conique
passant par les points A,, An, Al2, Aai, A22. Cette conique
dégénere en les deux droites au a2 et a donc un point double
en Al Par suite, a la limite, I'intersection de <2 et de ¢ se
compose de la courbe K, et d'une droite, représentant le
domaine du point Al, passant par les points doubles de tpj. Cette
droite s’appuie sur les coniques Yi, y'3 et appartient au céne Q.
Ce point établi, soient

a=0 =0ct=0pP=0
les équations des plans alt 42, d’une quadrique passant par Yi,

y'2 et d’'une quadrique passant par L’équation de F'
doit étre de la forme

@PL+ “lpin =0,

ou ¢ est une forme du second degré.
SiV, ti', £ et ", Z" sont des formes linéaires, I’équation
du systeme 1?,} s’écrit sous la forme

@Pi?”+a?)+2<(a gt/ -f-a2r/")-)-a pt'Q-j-a2 (" =0.
L’enveloppe de ce systétme a pour équation
(«i Piti' + awimy2—(a, p4$ + a2~Q) (g [S, ™" + a,C") =0,
c’est-a-dire
aiPi(TIN — C'C) + p,a(@VV' —5C" — ) +<4(71", — fC™) = 0.
Posons, dans cette equation,

a=T,/2--? G, P2=T/2 — G»G".

Elle se réduit a
Q@plgaipi@/rt=7¢ _C?™+a2y]=0

ou, en posant
@—* Pl + 2T T" =7 "

«2 («2 P2 + «1 Pi ®) = 0.

Cette équation représente I'’ensemble de la surface F' et du
cone Q, d’équation a2=0, enveloppe du plan

W + 2AV + C'=0,

cbne passant par les coniques Yi, y'2-
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Le point O, sommet de ce cone, appartient a la base du sys-
teme {<Pi}.

6. Au lieu de raisonner en partant des quartiques elliptiques
Kj qui, avec la conique Yi> forment des courbes r, nous eussions
pu raisonner sur les quartiques elliptiques K3 qui, avec la
conique forment également des courbes r. Cela nous edt
conduit & un systeme de surfaces cubiques {¢2j dont I’enve-
loppe doit étre formée de la surface F' et d’un cbne passant, par
les coniques y2, TV

Il est aisé de voir que le systéme |cp2| a pour équation

VEiPi +M)+2h(p V' +PT"+a 3¢ +p2C =0
L’enveloppe de ce systeme est, en effet, la surface
P2 (a2 Pi + ai Pi q2) = 0,

qui comprend la surface F' comme partie et est complétée par le
cone fi3=0, enveloppe du plan

27" + 2/cti"-F!;" = 0.

7. Revenons a la surface F, dont les équations peuvent
s’écrire (cfr. n° 2)

Xt~ =a,, Xbo, = p2, Xix5 + 99 = 0.
A la surface ¥l correspond dans S5 I’'hyperquadrique
& («i 5" + xA5") + 2k (oc, V -F eed7i") + G+ x4C" =0,

touchant la surface F le long d’une courbe qui correspond a
une courbe K,, c’est-a-dire le long d’une courbe r —vy,. Clest
une courbe du huitiéme ordre ayant un point triple en O, et
passant simplement par les points 02, 03, ..., 08
Cela étant, considérons dans un espace Sf la surface F(
d’équations
MPIi—VI—-(C, 0 =1"—=5"¢C"
N+ N +2Dr" —C¢C'—C " =0,
xl=h@?+ ?)+2k@V+ ")+ +xtC"

Elle contient une involution du second ordre, engendrée par
I’homologie
XioX[ 1. xi:x6=x0:xt:. x5 —Xb

ayant pour image la surface F et pour points de diramation sur
cette surface les points On 02, ..., 08, elle est donc de genres un.
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En partant de I'équation d'une surface <2, on obtient de
méme les équations d’une surface

as. Pi=V2I—7?C oh«i =nnt— ?"7l",
XX, +0qPi +2-VV'—=5C"—C?™ =0,
«b  PI™+MN+2i(PiV'+ T+ p C"+ XgC,

projectivement identique & F0 (il suffit d’échanger x4 et plt
an et a,).

En utilisant une remarque faite plus haut (n° 2), on voit que
la surface F' peut également étre transformée birationnellement
en une surface

00 = a,, X5 Pi = p2, X{ Xs + <, = 0,

qui possede également huit points doubles coniques.

On voit aisément que cette seconde surface représente égale-
ment une involution du second ordre appartenant a une surface
de genres un, dont les équations peuvent s’écrire

as.*.= Vv2-?'(,a%'p, = VT1-C,,C,
a.X,+aP.+2VV =?7C' =27 =0,
Xl-=h2gl' + x{q") + 2k (a, r/ -Fa%-a") + at Gr + a% C".

Nous avons déja signalé qu’une surface de genres un, image
d’une involution du second ordre appartenant a une surface de
genres un, représente des involutions du second ordre apparte-
nant a d’autres surfaces de genres un (3). Le résultat obtenu ici
n’'est d'ailleurs qu’un cas particulier des résultats plus généraux
que nous avons établis. Llége le 29 juin 1945

(3) Sur une propriété des surfaces de genres un et de rang deux
[Bull. Acad. roy. de Belgique, 1943, pp. 622-636).
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