VARIETES A TROIS DIMENSIONS
SUR LESQUELLES L'OPERATION D'ADJONCTION EST PERIODIQUE;

Par M. Lucien GODEAUX.

On sait I'intérét qu’a présenté pour la formation de la Géométrie
sur une surface algébrique, la construction, par M. Enriques, de
la surface du sixieme ordre passant doublement parles arétes d’un
tétraédre. Gelle surface est dépourvue de courbe canonique, mais
posseéde une courbe bicanonique d'ordre zéro. Sur celte surface,
tout systéme linéaire coincide avec son biadjoint, c’est-a-dire que
| opération d’adjonction a la période deux ('). 1l était intéressant
de voir s il existe des variétés algébriques a trois dimensions pré-
sentant des propriétés analogues a celles de la surface d’Enriques.
Partant du fait que celle surface représente une involution du
second ordre privée de points unis appartenant a une surface de
genie un (a courbes canonique et pluricanoniques d’ordre zéro),
nous avons recherché s’il pouvait exister, sur une variété algé-
brique a trois dimensions a surfaces canonique et pluricano-
niques d’ordre zéro, une involution cyclique dont I'image soit une
variété sur laquelle I'opération d’adjonction est périodique. La
période de celte opération est égale a I'ordre de I’involution. Par
ce procédé, nous avons pu construire des variétés sur lesquelles
I'opération d’adjonction a la période deux ou trois (a). Cependant,

() Cette surface a été I'objet de nombreux travaux : voir a ce sujet notre
exposé sur Les surfaces algébriques non rationnelles de genre arithmétique
et géométrique nuis (Actual. Scient, et Ind., n« 123, Paris, Hermann, 1934).

() Observations sur les variétés algébriques a trois dimensions sur les
quelles I'opération d’adjonction est périodique (Bull, de la Soc. des Sciences
de Liege, iy40); Sur les variétés algébriques a trois dimensions de genre i
contenant des involutions cycliques (Conférence de la Réunion internationale
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contrairement a ce qui a lieu dans le cas de la surface d’Enriques,
I'involution considérée possede un nombre fini de points unis et
I’on peut prendre pour image de cette involution une variété nor-
male dont les points de diramalion sont isolés et multiples pour la
variété. Chacun de ces points multiples est équivalent, au point
de vue des transformations birationnelles, & un ensemble de sur-
faces rationnelles. Les variétés que nous avons construites sont
I’'une dépourvue de surface canonique, mais posséde une surface
bicanonique formée d’une combinaison de surfaces rationnelles
provenant des points de diramalion, I'autre dépourvue de surfaces
canonique et bicanonique, mais posséde une surface tricanonique
formée d’une combinaison analogue.

Une question qui se pose est de savoir si le procédé utilisé
permettra de construire des variétés sur lesquelles I'opération
d’adjonction a une période p donnée ('). Dans celte note, nous
répondons a cette question en établissant le théoréeme suivant ;

Si une variété algébrique a trois dimensions, dont les sur-
faces canonique et pluricanoniques sont d'ordre zéro, contient
une involution cyclique d'ordre premier p, n'ayant qu'un
nombre fini de points unis, dont l'image soit une variété
dépourvue de surface canonique, mais possédant une surface
p-canonique, p est au plus égal a 5.

Il resterait a voir si une variété dépourvue de surface canonique,
mais possédant une surface pluricanonique réductible a des
domaines de points multiples, peut étre obtenue comme image
d’une involution appartenant a une autre variété. Diflérenls
indices nous font croire qu'il en est bien ainsi. Nous espérons
pouvoir le démontrer quelque jour.

1.Soil V une variété algébrique a Lrois dimensions, complé-
tement réguliére, possédant des surfaces canonique et pluricano-

des Mathématiciens, organisée par la Société Mathématique de France, Paris,
1937); Recherches sur les involutions cycliques du troisiéme ordre appar-
tenant a une variété algébrique a trois dimensions (Bulletin des Sciences
Mathématiques, 2¢ série, t. 61, 1937, 1" partie, p. 82); Un probléme sur tes
variétés algébriques (Revue scientifique, 19"2).

(3) Dans un Mémoire encore inédit, M. B. d'Orgeval a étudié le casp = 5.
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niques d'ordre zéro. Tout systeme linénire de surfaces tracé
sur V possede les propriétés suivantes :

a. |l est son propre adjoint;
b. La série caractéristique est compléte (w*);
c. La surface générale du systeme est réguliere (8).

Supposons que la variété contienne une involution cyclique Ip,
d’ordre premier impair p, possédant un nombre fini de points
unis, telle que la variété image de I'involution soit dépourvue de
surface canonique, mais possede au moins une surface plurica-
nonique.

Dans nos travaux cités plus haut, nous avons montré que I'on
pouvait prendre pour modele projectif de la variété V une variété
normale sur laquelle I'involution \p est engendrée par une homo-
graphie H de période p, possédant p axes ponctuels 7., . <1,
dont un seul, a,, coupe Y (aux points unis de Ip). Le systéeme |F|
des sections hyperplanes de V contient p systemes linéaires par-
tiels |F, |. [Fo|, ..., | Fp| appartenant a I'involution \p, le systeme
| F-| étant découpé par les hyperplans passant par les axes de H,
a, excepté.

Le systeme | Ft | est dépourvu de points-base, les systemes | F2 |,
F,| ..., |F,|ont pour points-base les points unis de 1,.

Désignons par £2 la variété image de l'involulion 1,, par «t,
P2, ..., <%, les surfaces qui correspondent sur £2 respectivement
aux surfaces F,, Fa, ..., F,. Les systtmes |$< |, |3, ..., |<,|
sont complets et nous pouvons supposer la dimension de | F, |,
C’est-a-dire de | <D, |, suffisamment grande pour pouvoir prendre,
comme modele projectif de la variété £2, une variété dont les
sections hyperplanes sont les surfaces <>,

Sur ce modele projectif de £2, il correspond, aux points unis de
I’involution 1/;, des points de diramation isolés, multiples pour la
variété.

(*) Voir F. Ssvkri, Fondamenti per la Geometria suite variété algebriche
(Kendiconti del Circolo Matem. di Palermo, t. 28, 1909).

(s) Voir Castelniovo-Enriques, Sur les intégrales de premiere espéce d’une
surface et d'une variété algébrique (Annales de I'Ecole Normale Supérieure,
3* série, t. 23, 1906).
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2. Comme nous l'avons établi antérieurement, I’hypothése faite
sur Q revient a supposer que, sur cette variété, I’opération d’adjonc-
tion a la période p. On peut donc supposer les systemes linéaires

[ <>, |, | <P21, .. ., j«h,| rangés dans un ordre tel que leurs adjoints
soient respectivement | <F> |, | 1 o | <y
Sur une surface F* de jF, |, le systeme canonique complet est

découpé par les surfaces F; ce systeme comprend p systémes
linéaires partiels

(] I (F*, F)i, |(F* Fs)| L(F*, )|

appartenant a I’involution 1,. L’un de ces systemes est le trans-
formé du systeme canonique de la surface <>* homologue de F*.
Nous avons démontré que c’était celui des systemes (¥) qui avait
la plus petite dimension et que, de plus, les autres systémes
avaient la méme dimension égale a la précédente augmentée d’une
unité (). Il en résulte que, si p,, est le genre arithmétique de 3»*,
le systéeme | (F*, F,) |, transformé du systéme canonique de <h* n

la dimension pa— i ; les autres systémes (i) ont la dimension p,,.
Par conséquent, le systeme | F, | a la dimensionpa-I- i, le systeme
| Fa] la dimension pa— i et les systemes |F. |, |F, |, ..., |F,]| la

dimension pa.
D’aprés la théorie des homographies périodiques, la dimension
de | F | est donnée par

Pa‘t-1-t-pa I~t~(p V)/>;-1-P— —P(Pa+Il)— 1.
La surface F a par conséquent le genre arithmétique
p(Pa+1)—1.

Les groupes de Ip situés sur la surface F* forment une invo-
lution privée de points unis et, entre les genres arithmétiques p'a
de F| et pa de <* on a la relation (;)

Pam| =P (Pa 1)

(«) Sur les involutions cycliques, dépourvues de points unis, appartenant a
une surface algébrique réguliere (Bulletin de VAcadémie de Belgique, 1932).
() Recherches sur les involutions douées d'un nombre fini de points de
coincidence, appartenant a une surface algébrique (Bulletin de la Société
Mathématique de France, 1919); Les involutions cycliques appartenant a
une surface algébrique (Actual. Scient, et 1ndn® 270, Paris, Hermann, ij35).
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On retrouve ainsi la valeur du genre arithmétique des sur-
faces Fi et par conséquent des surfaces F.

3. Envisageons maintenant une surface F* de | Ff | et la surface
'K g»>»ilui correspond sur £2. La surface F* passe par les points
unis de 1/(, et par conséquent sur cette surface nous avons une
involution cyclique d'ordre p ayant un nombre fini de points
unis. La surface *F*, image de cette involution, posséde, aux points
de diramation de £2, des points d’une certaine multiplicité, au
moins égale a deux.

D’autre part, le systeme canonique de <F* est par hypothése
découpé par les surfaces (F,, c’est-a-dire est formé par les sections
hyperplanes de la surface. Ce systeme canonique étant dépourvu
de points-base, les points multiples que posséde «F* aux points de
diramation de £2 doivent étre sans influence sur les courbes cano-
niques; ce sont donc des points doubles.

Nous avons établi que, lorsque les points de diramation d’une
surface image d’une involution cyclique d'ordre premier impair
étaient doubles pour cette surface, chacun d’eux était un point
double bip!anaire auquel étaient infiniment voisins successifs

-{p— 3) points doubles biplanaires, dont le dernier est ordi-

naire (8). Les points unis de 1’involution sur la surface F* sont ce
gue nous avons appelé des points unis symétriques. Les courbes
(F*, F,) passant par un de ces points y acquiérent un point
double a tangentes fixes. Il en résulte que les points unis de \r
sont simples pour les surfaces F/;, car les surfaces F, passant par
un de ces points y acquiérent un point de multiplicité au moins
égale a 2 (et actuellement égale a a). Par conséquent, le genre
arithmétique des surfaces F/; est égal a celui de la surface F
générale.

L’adjoint de | *F/, | étant |<F | et ce systeme ayant la dimension
pn+ i, le genre arithmétique de <F* est égal a Entre le
genre arithmétique p'a de F* et celui p"a de <F*, nous avons la

(8) Recherches sur les involutions cycliques appartenant a une surface
algébrique (i* note) (Bulletin de VAcadémie de Belgique, 1981); Les involu-
tions cycliques (loc. cit.).
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relation (!l)
2{p, i) =iipe>" t1) — (pT—i)k,

k étant le nombre des points unis de 1*. En remplacant pa etp"a
par leurs valeurs, nous en tirons

(0 — k= »4p,

p étant premier impair, p-— i doit diviser 24 lonadoncp — 3
oup=5. Sip—3, k—oetsip=5, k=5.

Remarquons que si/? = 2, les points unis de 12 sont parfaits ;
nous avons montré que lI'on a alors k — 16.

Le théoréme énoncé au début est complétement démontre.

(9) Recherches sur les involutions clouées, etc. (loc. cit.); Les involutions
cycliques {loc. cit.).

(Extrait du Bulletin des Sciences mathématiques.
a* série, t. LXVIII, sept-oct. iodd-)



