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Sur la construction de surfaces algébriques
contenant une involution cycligue,

par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Dans une note antérieure sur le contact des surfaces le long
de courbes (1), nous avions indiqué briévement que I'on pou-
vait, parmi les surfaces étudiées, obtenir des surfaces images
d’involutions cycliques, n’ayant qu’un nombre fini de points
unis, appartenant a des surfaces algébriques. Dans cette
nouvelle note, nous revenons sur ce point avec plus de
détails. Nous reprenons, en terminant, une surface de genres
pa=pa=2Q, pil)=73, a laquelle nous avions déja fait allusion
dans notre précédente note (2).

1. Soient ~(.r,, X2, X3, x4), g2(a:,, X2, x3, xt), f{x,, X2, x3, x4
trois polyndmes entiers, rationnels et homogénes de degrés
respectifs mp, np, m+n. Considérons la surface P d’équation

< tf,—p' — 0.

Cette surface est d’ordre (m+n)p et possede les propriétés
suivantes :

1° Chacune des surfaces cp”O, ,=0 a un contact d’ordre
P—1 avec F en tout point d’intersection;

2° Les mn(m+n)p2 points communs aux trois surfaces
o =0, p2=0, /=0, supposés simples pour celles-ci, sont doubles
pour la surface P.

Nous commencerons par analyser ces points doubles. Dans
ce but, passons aux coordonnées non homogeénes et supposons
que l'origine O des coordonnées soit un des points doubles en
question. Nous pouvons poser

filx,y,z, 1)=&+« (X, /- + @,y z)+ — =0,
(r,y,, )=y -f[i,(X,y,~) +BI{X,y, @)+ e =0,
f{x,y,2 1) =y, (X,y,2) +y2(al,y,z) + » =0,

les a, p, y étant des polyndmes entiers, rationnels et homogenes
en X, y, z, dont le degré est indiqué par I'indice.

() Bulletin de la Soc. roy. des Sc. de Liége, 1944, pp. 46-58.

(2) Nous aurons a utiliser différents résultats obtenus antérieurement;
on les trouvera dans notre exposé sur Les involutions cycliques appar-
tenant a une surface algébrique (Paris, Hermann, 1935).
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Si p=Z, le point O est double conique pour P, le cone tan-
gent étant
Xy = y* = 0.

Supposons p=2 et effectuons la transformation quadratique
X =X p-=y'Z7, z=0,
qui fait correspondre au domaine de O le plan s' 0 et, en par-
ticulier, au point infiniment voisin de O sur Os, le point
y'=7'=0).
L’équation de la surface F devient (nous écrivons pour plus

de simplicité x, 2, z au lieu de x', y', s', aucune confusion
n’étant a craindre)

O+o0a(Xy!l)+z3a3(x ul)+ o] |\
[y +5 fl(x,y, 1) + ;» &(X,y, 1) + *] (1)
— Xy, 1) +o0y, (XY, 1)+ 0.

Aux points de P infiniment voisins de O correspondent les
deux droites Xx-z—0, y z=0. Le point O est biplanaire pour
la surface F, le cone tangent étant xy 0.

Si p 3, le point O' est simple pour la surface. (1), le plan
tangent étant z=0.

Si p -4, le point O'" est double conique pour la surface (1),
le cone tangent étant

[* + 2« (0,0, 1)] \y + sl (0,0,1)] — z*[y, (0, 0,1)J =0,

Supposons p=>1i et effectuons la. transformation de coor-
données
X'—X ;«(00,1), y =y+zfi(00,1), z'-
L’équation (1) prend la forme
[X+za Xy &)+ XXy, 2)+ ] |
[y + Z$|(X7y’z) + pi(aiy! S) +_] (!')
—"V-[> + yiixy>'m) + i

ou les i, y ont une signification analogue aux symboles pré-
cédemment introduits, mais sont évidemment différents.
Effectuons de nouveau, sur la surface (!), la transformation



r

La surface transformeée a pour équation
[x+ a(ny 1) +2a(ny, 1) -f ]

y+zpPi(y D) +~1&{x ih 1) + -] @
— 7 [Mo+ "yj{X, y, 1) + «]»=0. )

Si p=5, le point Q" (x=y=z=0) est simple pour la sur-
face (2), le plan tangent étant z=0.

Si /;=6, O" est double conique pour la surface (2), le cone
tangent étant

[Xx+0a U 01D]ly+ @(0U 1] —y?~=0.

Si p>G, 0" est double biplanaire pour la surface (2), les
plans tangents étant

X+ oqU U 1)—U, y--~p (001 —0.

En continuant de la méme maniere, on voit que I'on arrive
aux résultats suivants :

Si p est pair, la singularité de la surface F en O se compose
d’une suite de \[p—2) points doubles biplanaires infiniment
voisins successifs, suivis d’un point double conique.

Si p est impair, cette singularité se compose d’une suite
de I(p—J) points doubles biplanaires dont le dernier est

ordinaire.
v

2. Désignons par r les sections planes de la surface F, par
I, la courbe le long de laquelle la surface 9, 0 touche F et
par ra la courbe le long de laquelle la surface 3=0 touche F.

Les surfaces d’ordre mp découpent sur F des courbes appar-
tenant au systéme linéaire [l en résulte que la surface
tp,=0 touche F suivant une courbe I\ qui, comptée p fois,
puisque le contact est d’ordre p—1, appartient a ce systéme.
La courbe F, passe par les r=(m+n)mnp? points doubles de la
surface F; chacun de ces points doubles équivaut a un certain
ensemble de courbes rationnelles de degré —2. D’une maniére
précise, si p est pair, un point double équivaut & p—! courbes
rationnelles et si p est impair, & p— | courbes rationnelles éga-
lement. Si nous désignons par A I'ensemble de ces courbes
rationnelles provenant des r points doubles, nous avons

pTi+ A=pmF.
En considérant de méme la courbe r2, on a
pre--A'=pnF.
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Gela étant, considérons, dans S4, la surface d’équations
vP=fi(x,y,z,V), (fi(x,y,z,1) ft(x,y,z, 1) —[f(X,y,z, DF=0. (2)

Cette surface contient une involution cyclique de période p
engendrée par I’'homographie

X=X, y=y, z'=1z U =tu,

ou s est une racine primitive d’ordre p de I'uniteé.

Cette involution posséde t points unis, donnés par

u=g =0, @=104 /=0,

elle est représentée par la surface F, les points de diramation

étant les t points doubles de cette surface.
On obtient la surface (2) en considérant dans S., les équations

V= <?l (Xv Y, Z, 1)a <P‘ (X1 Y, Z, 1) <92 (X1 Y, Z, 1) - [f{X, Y, Z, 1)] = Ox

ou encore, dans Ss, les équations
v2="(xY,21), wpw=~(xy,z,1), m=~%(x,y,zl),

I'involution étant engendrée sur cette surface par I’homographie

X'=x, yy=y, "=z u-=tu Vv s-w
3. Considérons en particulier le cas p~3, ni—n=1. La sur-

face F est représentée par I’équation
i (x0, Xi, X2, X-j) £ (./n, Xi, X2, Xn) — \f(xo, Ui, X2, )] 0

et posséde 18 points doubles biplanaires ordinaires. Elle est
I'image d’une involution 13, d’ordre trois, engendrée dans S5
sur la surface ¢ d’équations

Xt="fi, sj=12 xixs=/,
par I’'hnomographie

@bixi".x"t: x3: X\ x$ = x0: I :x2:%3: txd : e*.15,

*1C
oU e=cC 3.

En conservant les notations précédentes, nous avons cette fois
3rk+A=3r, 3P1+ A =3r.

La surface F est du sixieme ordre et a par conséquent les
genres pa="M=10, p<l>=25.

En utilisant les relations que nous avons établies entre les
genres arithmétiques et linéaires de deux surfaces en corres-
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pondance (1, p), on trouve que la surface ¢ a le genre arithmé-
tique />,=20 et le genre linéaire pM =73, *

Les tourbes canoniques de F sont découpées sur cette surface
par les quadriques, par conséquent les hyperquadriques de S5
découpent sur  des courbes canoniques de celte surface. Les
hyperquadriques de S, sont en nombre 002 et la surface ¢
appartient a I’hyperquadrique

"M A5 < (X0, ug, X2 4x9),

]>ar conséquent il y a 20 courbes canoniques linéairement indé-
pendantes découpées sur ¢ par des hyperquadriques.

Désignons par C les sections hyperplanes de <; elles corres-
pondent a la fois aux courbes r, F,, r2. Les courbes C sont de
genre 28 et de degre 18.

Si A,, Aj, ..., AB sont les 18 points unis de I'involution T,
sur <>, on sait qu’en chacun de ces points, il y a deux tangentes
unies pour I3 Soient /,, ti2 les tangentes unies au point A,
La courbe C qui correspond & r, touche ti} en A, et celle qui
correspond a V2 touche ti2 en ce méme point. Au point infini-
ment voisin de A, sur correspond une courbe rationnelle
Toi du degré —2, du domaine du point double A', de F qui
correspond & A,. De méme, au point infiniment voisin de A, sur
/2 correspond sur F une courbe rationnelle y,2, de degré —2,
du domaine de A',. Les courbes y,, y,2 se coupent en un point
qui correspond aux groupes de I3 infiniment voisins de A,

La courbe F, rencontre y- en un point, mais ne rencontre
pas Y;2. La courbe r2 présente la propriété inverse. Il en résulte
que les relations fonctionnelles établies plus haut s'écrivent,
d’une maniére précise, sous la forme

3\ + 22 yh -f- Syl = 3F,
31+ 2y f- 22yq = 3P.
On en conclut que les courbes F,, F2 ont le degré —6. Elles
ont, d’autre part, le genre 4.
Observons, en passant, que la courbe
i+ 12+ -yii + 2T
est une courbe canonique de la surface F.

4. Le systéme canonique de < est le systeme |2C|. Il contient
trois systémes linéaires partiels appartenant a I’involution 13
L’un de ces systémes est dépourvu de points-base et est I’nomo-
logue du systeme canonique de F. Un second de ces systémes
est formé de courbes touchant th en A,; il correspond a ces



courbes sur F des courbes que nous désignerons par (2r), ne
rencontrant pas yl3kOn a donc

32! + 21yil + -Yii3=6r.
On en déduit
3(2F), = 2F + 3F,

et, la division étant univoque sur la surface F,
(2F),=F +r,

Les courbes (2F), sont de degré 12 et de genre 19. Les courbes
(2F)j ne rencontrent pas les courbes !’,, par conséquent les
courbes (2F), passant par un point de F, contiennent ces
courbes comme partie et sont complétées par les courbes de |F|.
On en conclut que le systeme |(2r),[ a la dimension quatre.

Le troisieme systéme compris dans |2C| et appartenant a F,
donne de méme naissance sur F & un systeme |(2r)3! tel que

3 (2F) + £m), + 2Xye = 6F.

Ce systeme a le degré 12, le genre 19 et la dimension quatre.

L’homographie génératrice de 13 opere dans [2C| comme une
homographie cyclique de période trois, ayant trois axes ponc-
tuels de dimensions 9, 4 et 4, par suite, |2C| a la dimension 19.
On en conclut que ¢ a le genre géométrique yQ=20 et est par
conséquent réguliére.

5.Les courbes de |2C| donnant sur F les courbes (2F), sont
découpées sur ¢ par les hyperquadriques

[JK-j- (rg*i \><t 4 a=2-f- A;|l./}) = aj5 f-xiL(,/m,,,, ay) - 0.

Les courbes (2F), sont par conséquent découpées sur F par
les surfaces du sixiéme ordre

A tpi + 3Vip/-L + 3). P U F1p, L3 = 0.

Chacune de ces surfaces oscule F le long de la courbe d’inter-
section.

De méme, les surfaces du sixiéme ordre

x3ts + 3)2tp, F\] -FaxpU-fip3=0

osculent la surface F le long d’une courbe (2F)2

On peut voir aisément, en reprenant la méthode que nous
avons suivie dans notre note citée au début, que chacune de
ces surfaces posséde 18 points doubles biplanaires sur la courbe
de contact avec F.
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