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Construction de surfaces projectivement canoniques,
par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.
(Seconde note.)

Dans une note parue sous le méme titre dans le dernier fasci-
cule du Bulletin (*), nous avons indiqué la construction de
guelques surfaces projectivement canoniques; nous nous pro-
posons de revenir sur ce sujet pour préciser certains résultats.

1. La premiere surface construite est obtenue de la maniére
suivante : Soit dans un espace linéaire S6 a six dimensions,
un cone  de sommet O dont les sections hyperplanes irréduc-
tibles sont des surfaces de Veronese. Ce cone contient oc? cones
du second ordre D, formant un réseau |D|; soit Ut un cone
déterminé de ce réseau. Une hypersurface V45 du quatrieme
ordre contenant le céne D, coupe encore <, suivant une sur-
face P d’ordre quatorze, projectivement canonique. Les sections
hyperplanes C (courbes canoniques) sont de genre />(1)=i5 et
les genres géométrique et arithmétique de la surface sont
Va=Pa=71.

Les cones D coupent I’hypersurface V4 suivant des courbes
du huitiéme ordre formées d’une droite appartenant au cone D,
et d’'une courbe C0 d’ordre sept, appartenant & la surface P.
Les courbes C) passent simplement par le point O; elles sont de
genre six et forment un réseau |CO| de degré trois.

La section de «q par V4 possede un point quadruple en O,
la variété V4 passant simplement par ce point. Le céne D,
ayant un point double en O, ce point est également double pour
la surface F. Au point de vue des transformations birationnelles,
il équivaut sur cette surface & une courbe rationnelle y de
degré — 2.

Observons que les espaces linéaires a trois dimensions conte-
nant deux courbes C0 ont en commun une droite et par consé-
quent appartiennent & un méme hyperplan (passant par le
point O). On en conclut que I'on a

10| = [2C0 + vy,
On en déduit que I'adjoint de |C,,| est

|COl — 13C0+y L,
(i) 1039, pp. 348-350.



— 425 —

2. Les équations du cbne <lg peuvent s’écrire

X2 XB-Xi3 =0, Xz Xu — X|i =0, XM Xjj — X*2 =0,

X, Xoo IXMXIR—0, XggX31 X, Xg3—0, XaXL XBX3=0. @

Supposons que le cone D! ait pour équations
Xh=x0=Xx3=0, X% Xe—X13=0.

Les équations de la surface F peuvent s’écrire en adjoignant
aux équations (1),

Xfo -j- Xqoc? -J- X0a3 -j- al = 0,

OU 04, a2, a3, a4 sont des formes en Xn,  XI12, dont le degré
est indiqué par l'indice, chaque terme contenant I’'un des fac-
teurs Xn, X12) X13.

On peut obtenir une transformée birationnelle de la surface F
dans un espace ordinaire S3 en rapportant projectivement les
hyperplans de S6 aux quadriques de cet espace S3 touchant un
plan fixe (24=0) en un point fixe (x!=x2=x3=0).

Posons

X x2 xe x3 xy X x
x\ x\ X% x2x3  X3xi X, X2 X0x3

A la surface F correspond la surface d’équation
00? xxFi+xlI xlal + xox3a3 + o4 = 0,

ou 0g, a2, a3, a sont des formes en xIt x2, x3 respectivement de
degrés un, trois, cing et sept. Cette surface, du septieme ordre,
possede un point quadruple en (1, 0,0, 0), le cbne tangent se
composant de deux plans dont I'un, le plan x3=0, est compté
trois fois.

Les courbes canoniques de cette surface sont découpées par-
les adjointes d’ordre trois, formées du plan x3=0 et des qua-
driques touchant ce plan au point (1, 0, 0,0).3

3. La seconde surface obtenue dans notre premiére note est
I'intersection du cbne «q d’ordre n2, appartenant a un espace
linéaire a J (n+1) (n+2) dimensions, dont les sections hyper-
planes irréductibles sont des surfaces représentant les courbes
d’'ordre n d’un plan, avec une hypersurface cubique passant
par un cone de méme sommet O de «ig, d’ordre n [n—3). Ce
cOne appartient a un espace linéaire a J (n2+3 n —20) dimen-
sions et par consequent, on doit avoir n(n — 3)< 3, d'ol Nn=3,
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On obtient donc finalement une surface F appartenant a un
espace linéaire S0 & dix dimensions, dont les équations s’ob-
tiennent de la maniére suivante :

Les équations du cbne <t sont les déterminants a quatre
éléments tirés de la matrice

Xm  Xa X&n  Xj23  XIi3  X]i2
XM, Xgge Xa Xas Xi23 XU
o XI3 XWB Xas X Xidi X|23
égalés a zéro. Ce cone est d’ordre neuf. La surface F est I'inter-
section de ce cbne et de I’hypersurface cubique générale
F(X0, Xlu, s> Xi23) — 0.

La surface F est dordre 27 et ses sections hyperplanes C
(courbes canoniques) sont de genre 28,

Le cdne «q contient oc? cones du troisieme ordre, formant un
réseau, découpant sur F des courbes C0 d’ordre neuf et de genre
sept. Le réseau |CO| est de degré trois et I'on a

IC| -- [3C0].
On en déduit que I’adjoint de |C,,| est
C.)| = 4Coj.

4. On peut obtenir une transformée birationnelle de la sur-
face F dans un espace S} en rapportant projectivement les
hyperplans de S0 aux surfaces cubiques de S3 ayant en un
point double fixe un cone tangent fixe.

Posons

XtX3Xh  XO0f(xt, x2. x3)

9 étant une forme du second degré.
A la surface F correspond la surface d’équation

xfo3 + xl&ajxn x2 @3) -F x0<sx, {x,_, x2, x3) + x0.ar3) = 0,

ou les a sont des formes dont le degré est indiqué par I'indice.

Cette surface est d’ordre neuf et posséde un point sextuple
(i, 0, 0, 0) en lequel le cone tangent est un cone du second ordre
9=0 compté trois fois. Les adjointes du cinquiéme ordre de cette
surface sont formées du cone 9=0 et des surfaces cubiques ayant
un point double au point (1, 0, 0, 0), le cbne tangent étant 9=0.

Liege, le 29 juillet 1939.
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