COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRIE

Sur une configuration géométrique
dans l'espace a quatre dimensions

par Lucien Godeaux, membre de I’Académie.

Dans une note récente, nous avons étudié un groupe
d homographies planes (*) contenant entre autres quatre
homographies de période trois, ayant chacune trois points
unis et trois droites unies. Les quatre triangles formés par
ces droites appartiennent a un faisceau sizigétique de
cubiques planes et les douze sommets de ces triangles se
répartissent donc quatre par quatre sur neuf droites. Cette
étude peut étre étendue aux hyperespaces; nous le faisons
dans cette note en nous limitant, pour plus de simplicité, a
I’espace & quatre dimensions.

Nous partons d’'un groupe formé de six homographies de
période cing, n'ayant qu’'un nombre fini de points unis,
engendrant une involution d’ordre vingt-cinqg dans un
espace linéaire a quatre dimensions. Nous considérons les
cing points unis et les cing hyperplans unis de chacune de

(*) Sur un groupe d’homographies planes (Bulletin de la Société royale
des Sciences de Liege, 1941, pp. 23-32).
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L. Godeaux. — Sur une configuration géométrique

ces homographies et nous obtenons ainsi six pentaédres forr- r-
mant la configuration suivante :

Les six pentaedres sont tels qu’il existe vingt-cinq droiteeses
par chacune desquelles passe une face de chacun des svixix
pentaedres. Chaque face de I’'un de ceux-ci contient cing deeses
vingt-cing droites.

Les sommets des six pentaedres se distribuent six par siixix
dans vingt-cing plans, chacun de ces plans contenant unnin
sommet de chacun des pentaédres; chaque sommet d’unnin
pentaedre appartient a cing des vingt-cing plans.

1. Considérons, dans un espace linéaire S4 a quatrrere
dimensions, les homographies

a__ IXi ex, e*x3 edxt sda%\
\ Xy x2 x3 x4  x§)

ou s est une racine primitive cinquiéme de l'unité, et

a /NioW G *A]\
\Xi Xf X$ X4 X8I
Ces homographies sont permutables et engendrent, dams is
S4, une involution 1% d’ordre vingt-cing. L’homographie 10 O
possede cing points unis qui sont les sommets Ai, A2, A»3,i3,
A4 As de la figure de référence. L'homographie O0 possédleie
également cing points unis : le point unitaire Ali et seeses
transformés A02, A03, A04, Als par 0, Q2 03, 04
Considérons en outre les homographies

U =0Q), Q =Q*Q, U =Q U= QW,

Ce sont également des homographies de période cinqq, q,
ayant chacune cing points unis et transformant en soi chaa-a-
cun des groupes de 125. On voit d’autre part que ces homoa-a-
graphies sont deux a deux permutables et permutables aveecac
0 et Oo.

On a

o __ Q,(* £X* S¥X* - 6<iCA
— Ul X2 X4 X0 )’

X3
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dans l'espace a quatre dimensions

Q _  (x* e’x3 **5 b3\
\*ZI -22 X3 X4 X3 )

Q Az, shd txi eixh SsAZA
Wi qp Xpoxd X3
= (X* EX3 £Xi £'Xs Ean
Vi xt X3 xt X3 )
Nous désignerons par An, Ak, ..., Ak5 les points unis de
Qk Nous avons

A, @@, 0, 0,0 0)' A0l (2,1, 1, 1, 1),
A, (0, 1, 0, 0, 0) A02 (1, e, £2, e3, B4),
=23 (O, o, 1, O, 0)’ Al @ s2, e4 e, B3),
2l (0' 0.0 1 ) Al . B3, B4, B2),
=5 (0’ O; 0, 0, 1), A05 (1, sS4, e3, B*. b),
An (1, g4 £ el, 1y, A*i (1, s3, e4, B3, 1),
AL (B4, s b,£3)’ Ajl (€3, e2 e4, ed, B2,
Aly (bZ, e3,,B3’ £, 1)’ A23 (e4, e4d, s2, b3, B2),
A]4 (s4 ¢ & _ £). A4 (e3, e4, s3 1, 1).
AL (@ B3 1y g, b), ab @ e2ogp 1 b),
Al @ 2y e, £2, D Al (4 e £3 B, .

A32 (b2, 1, h e )y A42 (e, e3, e L D
A33 (ph, . e b\ s4), A43 (g3, s, 1. 1. B)
Au (b, 2 £4, e £4), A4 (b 1, 1. B, B3),
A35 (1, b, £4, el B), A45 (1, 1, g B3 B)-

2. Chacune des homographies Q, QO0, i, ... Q4 posséde
cing hyperplans unis, formant un pentaédre. Fixons l'at-
tention sur I’homographie Qi, par exemple, et formons
I'équation

Xl X1 X4 X5

Xt e#3 £iXi €3Xs edx,

sx3 c U4 Xs S2X, e4Xj =0
E3X4 e#s eax| e*X, X3

BNG X1 eaxt e3xs Xe2a

Le déterminant du premier membre s’obtient en prenant
pour éléments des lignes les coordonnées d’'un point et de
ses transformés successifs par Qi et ses puissances.
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L. Godeaux. — Sur une configuration géométrique

Si I'on remplace, dans deux lignes quelconques du déter-
minant de I'équation (1), Xu x2, X3, xi; x5 par les coordon-
nées d’'un point uni de Qi, les éléments de ces lignes sont
proportionnels et le déterminant est nul. Il en résulte que
les dérivées troisiémes du déterminant sont nulles aux points
unis de Qi. L’équation (1) représente donc une hypersur-
face du cinquiéme ordre ayant des points quadruples aux
points unis de Qi et par suite formée des cing hyperplans
unis de cette homographie. Nous dirons pour abréger que
I’'hypersurface (1) est le pentaedre uni de I’'homographie
Qi.

Posons

Po = XiXtXIXtXs,

PI="T+*§ + *a + *-+- %,

o, = xfxtxs + x\x3xi -f- x3xtx2 - X3X3X3 -F X3XIXt,
@ = x\x3xt -f- X3XiX3 -F X3X Xx -F x3xtx2 -F x3x2x3,

@ = Xxx\x\ =T x2x\x\ + x3x\x\ -F xKx\x\ -F X3x\x\.
L’équation (1) développée, s'écrit
5@, — @i + —+ Dbe<tPd — 5s2p4 - Sestpy = 0.

On en déduit que les pentaedres unis des homographies
Q, Q0, Qi, 02, 03 ont respectivement pour équations
0 =0.
5tp) — <P + 5tP* + 5Y3 — 5t — 5@ = 0
5<p, — <, -f- 5e®, -f- 5ed®3 — 5e2®4 — 5 e35 = 0,
5% — @i + 5e*? + 5£373 — Sedpd — SEpd = O,
p, — F, -F 5s3cp, —F 5e2?3 — Setpd — 546 = 0,
5tp0 — <p, -f- 5e4®, -(- Secpd — 5e3®4 — 5e2@5 == 0.
Ces six hypersurfaces sont linéairement indépendantes et
appartiennent au systéme complet |V35 d’équation

MoTo “f" e "fr A323 - —0-
3. Nous allons rechercher la base du systeme |VS§|.

Celle-ci est évidemment située dans les hyperplans formant
le pentaédre uni de I'hnomographie 0.
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dans l’espace a quatre dimensions

Les points-base de |V3S situés dans I'hyperplan £i=0
satisfont aux équations

—0 0 —0
A=) aatFATxitTxi=. xoxxixi +*Ixs) — -

XX XX\x< + XIxu =0, XaXXxIr* + xIx3) = 0O,
XoXXXIx2 + XIXda = 0.

Les surfaces cubiques réglées
XTX2 + x4x5 = >  Aax* + xix3 = °,
ont en commun cing génératrices dont les équations sont

xi +*»5 =0 X} -j-xX4—0; a*—{exs=0X3-\-elard =0;
Xt e2x5 =0, X3-f-edxt =0; X, -)- B3a5 =0, aNB—{-ea = 0;
Xt-j-edab =0, x3-)-Bai=0

Ces droites appartiennent a la surface

P ES=0
mais cette derniére ne passe pas par les directrices x2—xs =0,
x3=Xi =0 des réglées cubiques.

Il en résulte que, dans I'hyperplan xi =0, les variétés V3
ont en commun cing droites. On voit d’autre part qu’elles
ont en outre en commun vingt points isolés, que I'on retrou-
vera plus loin.

On établit de méme que la base du systeme |V35 com-
prend, dans I'hyperplan x2~0, les cinq génératrices com-
munes aux réglées cubiques

XTX3 + XTXI = °> XI1X4 -+ X3X5 = O;

dans I’'hyperplan x3 =0, les cing génératrices communes aux
surfaces cubiques

xixs T Xl = 0, x\x3 + = 0 ,

dans I’'hyperplan x4 =0, les cing génératrices communes aux
surfaces cubiques

Axs+xix3="°. xixi -fxixt=o"

enfin dans I'hyperplan x5=0, les cinq génératrices com-
munes aux réglées cubiques
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L. Godeaux. — Sur une configuration géométrique, etc.

XIX\-XtX*="> x\xz-+Xx\xi = o.

La base du systéme [V35 se compose donc de vingt-cing\ j
droites. Ces droites appartiennent a chacun des pentaédress
unis des homographies Q, QO, Qi. 1l en résulte que :

1° Chacune des vingt-cing droites appartient a un hyper-- -
plan uni de chacune des six homographies O, Q0, Ui, O«;;

2" Chacun des hyperplans unis d’'une des homographiess
Q, QO Q4 contient cing des droites-base de |V35]|.

4. Corrélativement, les trente points unis des homogra-- -
phies Q, Q0 Qi, se distribuent six par six dans vingt-- -
cing plans, chacun de ces plans contenant un et un seuil
point uni de chacune des six homographies.

La répartition des points unis des homographies dans less
vingt-cing plans se fait de la maniére suivante :

Ai, A0L; Al4, A22, A35, Ad3] A2, AL, A5 A2, A33, A42)
A, A, An, A2, A32, Ad] A2, A2, Ail, A2, A34 A43i
Al, A, Ai3, A2l, A34, Ad2i A2, Acs, A12, A21, A35, A4d)
A., Adw, Al5, A23 A3l, Ad] A2, A04, A3 A22, A3l A4b]
Ai, Ao, Al2, A2, A33, A4l) A2, Ads, Al4, A23, A32, A4l

A3, Aoi, An, A2l, A3l A4l A4, Aoi, A12, A23, A34, Ad!
A3, A5, Al5, A2, A3, AdS] A4, A02, AI3 A2, A3, Adll
A3, A04, -Ald, A24, A34, Add) A4 Ad3 Al4, A2, Asi, A4
A3, Acs, AIS, A23, A33) Ad3i A4, A, AL5 A2l A3, A43i
A3, A02, Al2, A22, A32, A4 A4 Acs, An, A22, A3*, Addi

As, Ao, Al3, A2, A32, A4l
As, A2, Al4, A2l, A33, Ad5]
As, A2, A5, A22, A34, A4l
As, A, An, A23, A35, Ad2
As, Ao., AL2, A24, Aai, Ad3.

Liege, le 2 avril 1941.
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