Extrait du Bulletin de VAcadémie royale de Belgique (Classe des Sciences).
Séance du 6 juillet 1946,

Construction de surfaces algébriques irréguliéres

par Lucien GODEAUX,
Membre de I'Académie.

On ne connait que quelques catégories de surfaces
algébriques irréguliéres et il est intéressant de montrer
I’existence de surfaces irréguliéres ne rentrant pas dans
ces catégories. Un procédé qui permet d’obtenir de nou-
velles surfaces irréguliéres est le suivant: Soit L une
courbe algébrique contenant une involution cyclique
d'ordre n > 2, irrationnelle ; soient F la surface qui
représente les couples de points non ordonnés de la
courbe L, O la surface qui représente les couples de
points non ordonnés de la courbe L', image de I'involu-
tion. Entre les surfaces O, F, nous avons une corres-
pondance (1, n2), déterminant sur F une involution
d’'ordre n2. D’autre part, il existe sur F une involution
d’ordre n, au moyen de laquelle I'involution précédente
est composee. Si F' est une surface image de cette in-
volution, il existe donc une correspondance (1, n) entre
F' et F, et une correspondance (1, n) entre O et F'.
Il en résulte que l'irrégularité de F' est comprise entre
celle de O et celle de F, c’est-a-dire entre le genre de L'
et celui de L (1).

L’involution d’ordre n appartenant a F et d’'image F',
possede un nombre fini de points unis. La difficulté qui
se présente est la détermination de la structure de ces

(1) Nous avons utilisé ce procédé dans le cas ou l'involution appartenant
a la courbe L est privée de points unis. (Bull, de I’Académie, 1933, pp. 674-
680). Voir aussi les Bulletins de I'Académie, 1943, pp. 408-422, 815-822 ;
1944, pp. 11-18 ; 1945, pp. 9-16.
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points unis, structure qui a une répercussion sur la
construction du systeme canonique de la surface F'.

Dans cette note, nous construisons, d’apres le procédé
indiqué, deux surfaces irrégulieres :

1° Une surface irréguliere d’ordre 36, appartenant a
un espace linéaire a huit dimensions, de genres

p” = 91 Pa = 8, pW = 37,

dont le systéme des sections hyperplanes est le systéme cano-
nique.

2° Une surface irréguliere d'ordre 92, appartenant a
un espace linéaire a 14 dimensions, de genres

p, =15, pa =12, p(l) = 93,

dont le systéme des sections hyperplanes est le systeme cano-
nique.

1. Considérons, dans un espace S3, I’hnomographie
de période trois

XK %2+ X3 . X4zl Xx. X2 . €X3 . €*X4, (1)

ou e est une racinecubiqueprimitive de l'unité. Elle
admet les points unis 03(0, 0, 1, 0), 04(0, 0, 0, 1) et I’'axe
ponctuel x3 — x4 = 0.

Les surfaces cubiques

X\XUD3 -f- xi<t>i(xi,  Xpj x3(f)%ixx, ~2) 0, (2
x3xlifjl + (*1, x3) + Xid>2(xx, x2) = 0, (3)

ou les > et les > sont des polyndmes en xXt x2 dont le
degré est indiqué par I'indice, sont transformeées en elles-
mémes par I’homographie (1). Elles ont en commun,
en dehors de la droite x3 — x4 — 0, une courbe L d'ordre
huit, passant par les points 03, O4 et s’appuyant en quatre
points sur la droite x3 = x4 — 0, transformée en elle-
méme par I’homographie (1).

La courbe L est de genre sept. Sur cette courbe, I’'ho-
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mographie (1) engendre une involution d’ordre trois
présentant six points unis ; cette involution est donc,
d’aprés la formule de Zeuthen, de genre un.

La surface (2) touche, le long de la droite x3 = x4 = 0,
le plan x3 = 0 ; elle possede donc deux points doubles
coniques sur cette droite. Il est facile de voir que ces
points doubles sont donnés par

x3=0 xt=o0 P2*i, X2) = o.

Nous les désignerons par Pn, P12

La surface (3) est tangente, le long de la droite
x3 =xt =0, au plan x4 = 0; elle possede également
deux points doubles coniques sur cette droite. Ce sont
les points

* =0 Xi,=0, *it(xuxt) =0;

nous les désignerons par P21, P22

Les points d’appui de la courbe L sur la droite
x3 = x4 — 0 sont évidemment les points Plx, P12, P21, P22
Ce sont des points unis de l'involution déterminée sur
L par I’homographie (1).2

2. La série canonique de L est découpée sur cette courbe
par les quadriques passant par la droite x3 — xx — O.
Rapportons projectivement ces quadriques aux hyper-
plans d’un espace linéaire S, a six dimensions en posant

XI3_ Xia Xe Xz Xs Xaa X.
XiX3  x,X. XoX0  XoxA X\ X3Xa X\

Aux points de S} correspondent les points d’une variété
VJ d’équations

Xiz Xaz Xaz X
Xia Xoa Xaa  Xaa

A la courbe L correspond une courbe canonique, que
nous désignerons encore par L, tracée sur la variété V.
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A I’homographie (1) correspond, dans S* [I'homogra-
phie H d’équations
Xj3 XA XU_ XA XU = X« =

eX13  eXB  e2Xl XU eXF XU eXs

Cette homographie H posséde donc un point uni O3
et deux plans unis : ¢r2, d’équations

XU — Xjh — X8 — X% =10
et ai, d’équations
X3 = X8 = X4 = X34 = 0.

Nous allons déterminer la distribution des points unis
sur la courbe L de S6.

Au point O3(0, 0, I, 0) correspond le point 033, dont
toutes les coordonnées sont nulles sauf X33 Ce point
appartient au plan a2

Au point O4(0, 0, 0, 1) correspond le point O44, qui
appartient au plan a2

Soient yi} y2, 0, 0 les coordonnées du point P41 On a
donc "g(yi, yG) — 0. Considérons les quadriques

AidU4xX3 -j- Addxdxd ~- A23XM3 | A24x2xd
d- A33%3 -f- A34v3xd -f- Addxd = 0
tangentes en P,, a la courbe L, c’est-a-dire tangentes
en ce point au plan x4 = 0. Elles sont caractérisées par
AidVi + A23y2 =0

et a ces quadriques correspondent donc les hyperplans
de S8 passant par le point
N] 3_ X23
5T =y

Ce point appartient au plan a2 et a la courbe L de Ss.

On voit donc que la courbe L rencontre le plan a,
au point O4 et aux deux points

MX13, X23) = 0, Xl = XU = X3=X}4=X4=0.

Xl — XU — Xsz — X¥ — X4 — 0.
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De méme, la courbe L rencontre le plan al au point
033 et aux deux points

A(X14, X24) =0, Xiz = X8 = X3P = Kaa = Xaa = 0.

Nous désignerons les deux premiers points par PL, P12
les deux derniers par Ph, P22

Le plan x3 = 0 coupe la courbe L de S3 aux points
Pu, Pi? et la touche aux points P21, P22 et 044 De méme,
le plan x4 — 0 coupe L aux points P21, P;2 et la touche
aux points Pu, Pi2 et O33. 1l en résulte qu’a la quadrique
x3x4 = 0 correspond dans S6 I’hyperplan X34 = 0, uni
pour H et passant par a2, 3, touchant la courbe L aux
six points unis P4l, PL, P2i» Pb> O33. 044

3. Désignons par J3 I'involution d’ordre trois engen-
drée par H sur la courbe L de S6 et par L' la courbe ellip-
tique image de cette involution.

Les hyperplans passant par O34 et par <2 sont unis
pour I’hnomographie H et découpent sur L une série li-
néaire gj appartenant a I'involution J3. 11 lui correspond
sur L' une série gl, donc complete.

De méme, les hyperplans passant par OJ4 et par <
sont unis pour H et découpent sur L une série gl a la-
quelle correspond sur L' une série gl complete.

L’hyperplan X34 = 0, contenant les plans ct2, 2 et
déterminé par ceux-ci, touche L aux six points de dira-
mation et ne rencontre donc plus la courbe en dehors
de ces points. Observons que la courbe L' étant elliptique
possede un groupe canonique d’ordre zéro. Son transfor-
mé sur L est un groupe d’ordre zéro qui, d’apres l'inter-
prétation géométrique de la formule de Zeuthen due a
M. Castelnuovo, ajouté au groupe de points unis, doit
donner un groupe canonique de L. C’est bien ce qui a
lieu ici; on observera en effet que I'involution J3 étant
cyclique, chaque point uni doit étre compté deux fois.

Considérons la tangente a la courbe L en un point uni,
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par exemple en 033, L’hyperplan X34 = 0 étant tangent
a L en 033 contient cette tangente. Celle-ci est unie
pour H et ne peut appartenir a a2, donc elle doit contenir
un second point uni qui est nécessairement situé dans a2

4. Nous allons maintenant, pour simplifier, changer
de notations. Nous désignerons par X0, XI( X2, ..., X6
les coordonnées des points de S6 par Ot le point dont
toutes les coordonnées sont nulles sauf X*. Nous suppo-
serons que les équations de I’'homographie H sont

Xi: Xi: Xi: X3: Xi: Xs: Xb
= X0 : eXt: exX2 eXd: e2Xd: e2X5: e2X*.

Le point O0 est uni pour H et cette homographie pos-
sede les axes ponctuels ¢ = 040203 et ai = 040606
On peut de plus supposer que les points de la courbe L
situés sur a2 sont O, 02, O3 et ceux situés sur ai, O4,
Og, O6.

Soit F la surface qui représente les couples de points
non ordonnés de la courbe L. Elle a, comme on sait,
les genres

pt=21, A =14, pu=115.

Les courbes canoniques C de F correspondent aux
couples de points d’appui sur L des cordes de cette courbe
appartenant a un complexe linéaire de S6 (1).

Désignons par,

pnc = yiZk — ykzu i <k

les coordonnées radiales des droites de S6. 1l existe trois
systemes linéaires de complexes linéaires de droites de
S* transformés en eux-mémes par H; ce sont les sys-
temes

() Severi, Suite superficie che rappresentano le coppie di punli di una curva
algebrica (Atti Accademia, Torino, 1902-1903).
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\\pn  sPib o alepie « KIpn « azsPos o+ azsPas
+ 34734 f- A35DIB + ABBI = O,

Aoi po1 “f~ Ag2702 + Agz~o3 "l- ~bbPbb "F ~bGpib | AabPob N

AMpOi "' \bPdb "1* Aot A>6 + Al2 Pli + A13">13 -f- A23/>23 —

Nous les désignerons respectivement par Al( A2, As-
soient | Q |, | C2|, | C3| les systemes linéaires partiels
compris dans le systéme canonique | C | de F qui leur
correspondent.

A un point M de F, qui représente le couple de points
M1( Mo de L, faisons correspondre le point M' qui repré-
sente les points Mi, M; de L que H fait correspondre a
Mi, M,. Nous définissons ainsi sur F une transformation
birationnelle T, de période trois, engendrant une involu-
tion 13 d’ordre trois.

Les points unis de I'involution 13 sont les points qui
représentent des couples de points unis, distincts ou
confondus, de I'involution J3 sur L. Nous désignerons
par Aik le point qui représente le couple 0*0* et par A
celui qui représente le point O, compté deux fois. L'in-
volution 13 possede donc 21 points unis.

Le systéeme | C| est évidemment transformé en lui-
méme par T et les systemes |Cx |, | Cl |, | C3| appar-
tiennent a l'involution 13

5.Le point A2 correspond a la corde (XOu de L
cette corde appartient au plan cr2 et aux complexes Ai, A2
Donc les courbes CIf C2 passent par le point Al2; elles
passent également par les points Al3, AZ23

De méme, les points A%, Al A appartiennent aux
courbes Cl( C3

Le point Al4 correspond a la corde OiO4 de L, corde
qui appartient aux complexes A2, A3 Donc le point Al4
et de méme les points AL, ..., A¥ appartiennent aux
courbes C2, C3

La tangente a la courbe L au point At rencontre,
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comme nous l'avons observé, le plan al et par conséquent,
cette droite appartient aux complexes 272, 3. Par con-
sequent, le point Au et de méme les points A22, A33,

Agg appartiennent aux courbes C2, C3

Les points unis isolés d’une involution cyclique d’ordre
trois, appartenant a une surface algébrique, sont de deux
sortes : les points unis parfaits et les points unis symé-
triques. Dans le domaine d’un point uni parfait, la trans-
formation génératrice de I'involution détermine I'identi-
té ; dans le domaine d’'un point uni symétrique, cette
transformation détermine une involution ayant deux
points unis. Nous allons déterminer la nature des points
unis de I,.

Considérons le point Al8, qui représente la droite ChO,
et soient tx, t2 les tangentes a la courbe L aux points Ox, 02,
Les droites de la congruence des cordes de L, infiniment
voisines de C"O*, coincident avec les droites s’appuyant
sur tl} t2, infiniment voisines de la méme droite ChCh.

Les tangentes tx, L coupent a'2 en des points P1;, P2
Considérons l'espace a trois dimensions déterminé par
les points C*"OaPiPo. Dans cet espace, H détermine une
homographie ayant pour axes ponctuels les droites OxO,
et PjP2' En prenant le tétraédre OxOaPxPa comme figure

de référence, on peut, écrire les équations de cette homo-
graphie sous la forme

XL, X2, X3, X4 =X« X2 ex3 ¢XX (1)

e étant une racine cubique primitive de l'unité. En
coordonnées radiales, la congruence lieu des droites s’ap-
puyant sur tx, L a pour équations

Pups* + pupU = o, pu = o, pl3 = o. )

Interprétons pl2 pl3 p.I2, p3i comme coordonnées d’un
espace a trois dimensions. La congruence est donc repré-
sentée par une quadrique (2). L’homographie (1) donne

Plitpl3«Pupu—plitepl31 tpii 1 £2p3l-  (3)

— 434 —



de surfaces algébriques irréguliéres

A la droite CfiCfi correspond le point (1, 0, 0, 0) ; le
plan tangent en ce point est p3X = 0 et dans ce plan,
I’lhomographie (3) détermine une homologie ayant pour
centre le point (1, 0, 0, 0). Ce point est donc uni parfait
pour I'involution d’ordre trois engendrée par I’lhomogra-
phie (3) sur la quadrique (2). Par conséquent, les cordes
de la courbe L, infiniment voisines de la droite CfiOo,
sont unies pour I’'homographie H. Il en résulte que le
point AL2 est uni parfait pour l'involution 13. Il en est
de méme des points Al3 A23 Al AL Ak

Considérons maintenant le point Al4 et la droite 0404,
Soit fi la tangente a L au point O4. En raisonnant comme
plus haut, nous sommes conduit a examiner la maniere
d’opérer de I’homographie H sur les droites de la con-
gruence de directrices CfiCfi, PiP4 (P4 étant le point de
rencontre de fi avec c¢r2), infiniment voisines de 0404
Dans I'espace CfiCfiPiP*,, ou ces points sont pris comme
sommets du tétraédre de référence, H détermine I’homo-
graphie

XX x3 Xt = xx: ex2: exd: x4 (4)

ayant pour axes O4P4 (x2 = x3 = 0) et O4P4(vy = x4 = 0).
La congruence envisagée a pour directrices fi, fi et est
représentée par la quadrique

pxzpa + pupt* =0, pu =0, p3i=0. (5)
L’homographie (4) détermine I’hnomographie
pli 1t Pu 1 PB 1 pii — €PI3 1 pli. 1 t*pl3 1 epiz (6)

A la droite CfiCfi correspond sur le quadrique (5) le
point pX\ — p2s — pi. — 0. Le plan tangent a la quadrique
en ce point est pi2 = 0. Dans ce plan, I’lhomographie (6)
détermine une homographie non homologique, donc le
point considéré est uni symétrique sur la quadrique. Il
en résulte que le point Al4 est uni symétrique pour I3 ;
il ne contient, dans son domaine du premier ordre, que
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deux points unis (parfaits) pour 13. Les points AIB Al6)
A2, A%, A%, A34, A3, A3 sont de méme nature.

On peut encore reprendre le raisonnement précédent
pour les points Au, A22, ..., A6, qui sont aussi unis syme-
triques pour 13,

6. Sur la surface F, l'involution 13 posséde donc 21
points unis : six points unis parfaits et 15 points unis
symétriques.

Soit F' une surface image de l'involution 13, Entre le
genre arithmétique pa de F et celui p'a de F', nous avons
la relation p)

12(pa + 1) = 3A2(pa + 1) — 6.4 — 15.8.

Actuellement, pa — 14, donc pa = 8.
Le genre linéaire p(l) de F' est donné par

3{pv—1) + 6 = 114,

donc pw = 36.

Désignons par | C' | le systeme canonique de F'. Nous
avons établi qu’a un point uni parfait correspondait
sur F' un point de diramation équivalent a une courbe
rationnelle de degré — 3 qui doit étre rencontrée en un
point variable par les courbes canoniques C'. A un point
uni symétrique, correspond sur F' un point de dirama-
tion équivalent a deux courbes rationnelles de degré — 2
se coupant en un point, sans influence sur le systeme
canonique | C' |.

On en conclut qu’au systéme | C' | correspond sur F
celui des systemes | Cx |, | C2 |, | C3 | ayant pour points-
base les points unis parfaits de I3, c’est-a-dire les points
Ax2, A3, A3, A6 A6 A5 mais non les autres points
unis. Le transformé de | C' | est donc le systeme | Q |,

(I) Voir nos Recherches sur les involutions cycliques appartenant a une surface
algébrique (Bulletin de I'Académie de Belgique, 1935, pp. 338-344).
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de dimension 8. On a donc, pour le genre géométrique
de F', pp =09

Rapportons projectivement les courbes C aux hyper-
plans d’'un espace linéaire Sy a huit dimensions. A la
surface F' correspond un surface d’ordre 36, que nous
désignerons toujours par F'.

Aux points de diramation homologues des six points
unis parfaits correspondent sur F' six droites de degré
— 3. Aux 15 autres points de diramation correspondent
quinze points doubles biplanaires ordinaires de F'.

Aux courbes CI correspondent sur F' des courbes Q
d’ordre 37, passant par les 15 points doubles biplanaires
et rencontrant trois des six droites de la surface. Aux
courbes C2 correspondent des courbes C3 d’ordre 37
passant également par les 15 points doubles biplanaires
et rencontrant les trois autres droites de la surface.

7.Nous allons maintenant nous occuper de la seconde
surface. Considérons la courbe d’équations

XIXAP) + XSM(XX xt) + x3¢2(XIt Xt) = o,
*3ho + + x3x1ifll(xP> xry + ij3{x!, xt) = 0.
Nous la désignerons encore par L, ces nouvelles nota-
tions n’ayant rien de commun avec celles qui précedent

La courbe L est d’ordre neuf et de genre dix, et est in-
variante pour I’hnomographie

X[ X2 X3 xi = Xt :Xx2: ex3: exi, 1)

¢ étant toujours une racine cubique primitive de l'unité.
Cette homographie détermine sur la courbe L une invo-
lution J3, d’ordre trois, ayant trois points unis sur la
droite x2 — xt = 0. Cette involution est donc de genre
trois.

Le systeme canonique de la courbe L est découpé par
les quadriques de I'espace. Rapportons projectivement

ces quadrigues aux hyperplans d’'un espace linéaire S, a
neuf dimensions en posant
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PXik = xixk (i, k =1, 2, 3, 4).

A la courbe L correspond une courbe d’ordre 18, que
nous désignerons toujours par L.
A I’'homographie (1) correspond une homographie H
d’équations
Xp X2 X;2 X3
Xu X2 Xia X3
;4 x13 X" X33 Xi* Xi*
XU cXi3 exB e2X®  e2Xw  eaX?

L’homographie H posséde trois axes ponctuels: un
espace a trois dimensions (s et deux plans 2, «2

Les points unis de I'involution J3 engendrée par H
sur la courbe L de S9 appartiennent a I'axe a3 et les tan-
gentes a la courbe L en ces points s’appuient sur a2,

Pour établir ces différents points, retournons ala courbe
L de l'espace S3. Cette courbe touche le plan x3 — 0
en scs points d’appui sur la droite x3 — x* — O, car la
premiére surface cubique contenant L touche ce plan le
long de cette droite.

Les quadriques

AnX? -)- A22X2 ~P AL2XiX2 -p A34X3X4 = 0,

unies pour I’homographie (1), ne passent pas par les
points unis. Il leur correspond les hyperplans passant
par ¢r2, 03, donc les points unis de J3 sur la courbe L de
SY appartiennent a as.

Les quadriques

A33x§ -J- AjaXdXd -p Aldx2xt = 0,

unies pour I’hnomographie (1), passent par x3 = x4 =0
sans toucher la courbe L de S3 en ses points d’appui
sur cette droite. Il leur correspond dans S9 les hyper-
plans passant par cr4, cr2,

Les quadriques

A44X* "p AL9XiX3 -p A23x2x3 — 0
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unies pour I’'hnomographie (1), touchent la courbe L de
S3 en ses points d’appui sur la droite x3 = xt = 0. 1l
leur correspond les hyperplans de S, passant par a3, a2
Par conséquent, les tangentes a L en ses points d’appui
sur a3, qui sont unies pour H, s’appuient sur ai.

8 Appelons F la surface qui représente les couples
de points non ordonnés de la courbe L. Cette surface F
a les caracteres

p, = 45, pa = 35, pw = 280.

L’existence de I’'nomographie H, transformant L en
elle-méme, implique celle d'une transformation bira-
tionnelle T, de période trois, de F en elle-méme. Cette
transformation T engendre sur F une involution 13
d’ordre trois, présentant six points unis.

Soient P1( P2, P3 les points d’appui de la courbe L
de S, sur I’'espace <3 et tx, > 3 les tangentes a L en ces
points. Les points unis de l'involution I3 sont les points
A33, A3l AL représentant les couples P2P3, P3Pi> PiP*
et les points Au, A22, A33 qui représentent les couples
formés des points Pl P2, P3 comptés chacun deux fois.

En suivant exactement la méme méthode que dans
I’exemple précédent, on démontre que les points A23
A3, AL sont unis parfaits pour I'involution 13, tandis
que les points A,,, A22, A33 sont unis symeétriques.

Soit F' la surface qui représente l'involution 13. Le
genre arithmétique et le genre linéaire de la surface F,
calculés d’aprés les formules rappelées plus haut, ont
pour valeur

pa = 12, pw = 93.9

9. Le systéme canonique | C| de F correspond aux
cordes de la courbe L de S» situées dans des complexes
linéaires de droites.

Un simple calcul, analogue acelui que nous avons effec-
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tué plus haut, montre gu’il existe trois systemes linéaires
de complexes linéaires de droites de S,, transformés en
eux-mémes par I’homographie H. Ces trois systémes ont
la méme dimension 14.

En correspondance, nous avons dans | C | trois sys-
temes linéaires partiels | Cx |, | C2 |, | C3 | appartenant a
I'involution 13, 1l est facile de voir que les points A23,
A3l, A2 sont points-base de deux des systémes, soient
| Cj|, | C2| et que les points Au, A22, A3} sont points-
base de deux systemes | C? |, | C3 |.

Cela étant, le transformé du systeme canonique de F'
doit étre celui des systemes | Q |, | C2L, | C3 dont les courbes
passent par les points unis parfaits A23, Asl, Al2 de I3 ;
c’est donc le systétme | Cx| et le genre géométrique de
la surface F' est p, — 15.

En rapportant projectivement les courbes Q aux hy-
perplans d’un espace linéaire S14 a 14 dimensions, on ob-
tient comme modele projectif de la surface F' une sur-
face d’ordre 92, a sections hyperplanes de genre 93, con-
tenant trois droites de degré — 3 et trois points doubles
biplanaires ordinaires.

Liege, le 16 juin 1946.



