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Sur les surfaces algébriques de genres un et de rang six,
par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Dans des travaux antérieurs (*), nous avons étudié les involu-
tions de genres un (pa = pt = 1) et d'ordre six, appartenant a une
surface de genres un (pa = P, = 1), et nous avons construit des
surfaces normales images de ces involutions, c'est-a-dire des
surfaces de genres un et de rang six Nous étions assuré de
I'existence d’involutions de cette nature; MM. Enriques et Severi,
d’une part (-), MM. Bagnera et De Franchis, d’autre part (3), ont
en effet construit des surfaces hyperelliptiques de rang douze et
on sait que de telles surfaces représentent des involutions d’ordre
six appartenant a des surfaces de genres un. 1l n’est peut-étre pas
sans intérét de montrer I'existence de surfaces de genres un et de
rang six qui ne soient pas hyperelliptiques; c’est ce que nous nous
proposons de faire dans cette note.

1. Rappelons tout d'abord qu’une involution Ic d’ordre six et de
genres un appartenant a une surface F de genres un ne peut
posséder qu’un nombre fini de points unis, & savoir :

1° Deux points unis sextuples;
2° Deux groupes de deux points unis triples;
3° Deux groupes de trois points unis doubles.

On peut prendre pour surface normale de genres un et de
rang six, c’est-a-dire comme image de l'iuvolution 16, une sur-
face <v, d’ordre 2tc —2, a sections hyperplanes de genre tt, d'un
espace linéaire a rz dimensions, possédant :

1° Deux points doubles biplanaires a chacun desquels sont

P) Mémoire sur les involutions appartenant & une surface de genres
un [Ann. de I'Ecole norm, sup., 1914, pp. 357-430; 1919, pp. 51-70); Recher-
ches sur les correspondances rationnelles du sixieme ordre entre deux
surfaces de genres un (Mém. de la Soc. roy. des Sc. de Liége, 1928,
pp. 1-42); Les involutions cycliques appartenant a une surface algé-
brique (Paris, Hermann, 1935).

() Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques (Acta Mathematica,
1909, t. XXXII, pp. 283-392; t. XXXIII, pp. 321-403).

(s) Le superficie algebriche le quali ammettono una rappresenta-
zione mediante funzioni iperellittiche di due argomenti (Mem. Soc. liai,
delle Scienze, 1908, pp. 251-343); Le nombre p de M. Picard pour les
surfaces hyperelliptiques et les surfaces irréguliéres de genre zéro
(Bendiconli del Circolo Matematico di Palermo, 1910, t. XXX, pp. 185-238).
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infiniment voisins successifs deux points doubles dont le dernier
est conique (points de diramation sextuple);

2° Deux points doubles biplanaires ordinaires (points de dira-
mation triple);

3° Deux points doubles coniques (points de diramation double).

2 Considérons dans un plan I'hnomographie de période trois
H = fx« x3 x.\
V4 ~ xJ
et la transformation quadratique iuvolutive
T N(x2x3 X3Xt xtx2\
\ A xid
Ces deux transformations sont permutables, et si I'on pose

0=H:'T=T'H,
on a
03=H, =T, fi=H 00B—HT=TH, 0"=1

La transformation 0, ou les transformations H, T, engendrent
donc dans le plan une involution I, d'ordre six.

L'involution Ig posséde trois groupes de points unis :

1° Le point uni sextuple A(l, 1,1);

2l Un groupe de deux points unis triples B4(l, t, e-), B2(l, €, ¢),
ou e est une racine cubique primitive de I'unité;

3° Un groupe de trois points unis doubles Ct(1,—1,—1),
Cl(—11,—1), C(—1 - 1,2).

La courbe du sixieme ordre D, d’équation

ajxiixl +4) -f4(4 + ai) + 4(4 + 4)]
+ «2[x2x3(x1 + 44) + x3x, {xi + 44) + xtx2{xi -f 44)]
+ a3xtXix3[xt{x\+4) + Xi(4+4) +x3(al + 4)] + k444 =0

est transformée en elle-méme par H, T et 0; elle ne passe par
aucun des points unis de I'involution Ig et posséde, aux sommets
du triangle de référence, des points doubles ordinaires.

Le plan double F, ayant comme courbe de diramation la
courbe D, est de genres un (pa = P4 =1) A l'involution Ig corres-
pond sur ce plan double une involution 16 d’ordre six, ayant deux
points unis sextuples Al A2 correspondant au point A; deux
groupes de deux points unis triples Bu, B.,, et B,,, B2 correspon-
dant a B1 B2; enfin deux groupes de trois points unis doubles C*,
Cm, Cm et C2, C?, Ca correspondant a Ct, C2, C3,
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L'itivolution 16 est par conséquent de genres un et nous allons
en construire une surface image.

3. Commencgons par construire une surface cubique double
image de l'involution 12 engendrée sur F par la transformation T
A cet effet, rapportons projectivement le systéme linéaire

(4 +<g-h\xx2  +x)+\>x3(x\ +xl) + \xtetx3 =U
aux plans de I'espace, en posaut

Vi = \h = th = Va
Jo, (%% + Fi) x3 (x\ + X{X2xi

L’élimination des x entre ces équations nous donne la surface
cubique
y*l+yl+yl) —yiyyz—  =o, 0)
possédant quatre points doubles coniques correspondant aux
points A, CO C», C3 (*).
A la courbe D correspond sur la surface (1) la courbe découpée
par la quadrique

«i(2? + 1A+ yl - GyiVzya) i
+ <k [Viy> + B + yay* — ya (ys + 2 + y3)] )(2)
+ @ya{ya +yl + y3) + uy\ - 0. '

La surface cubique (1) double, ayant comme courbe de dirama-
tion la courbe découpée sur la surface par la quadrique (2), repré-
sente I'involution 12

Il revient au méme de dire que la surface cubique double est
représentée par I’équation (1) et par I'’équation

yp=ai(yl+ 4+ yl) + m(y2y3 + U320 + 21yh) )
+ («3 — «2) Ya(ya + 'h + 23) + («4 — 0 «i) Yiv (

Interprétons y0, yu y2, y3 y., comme coordonnées des points d’un
espace linéaire Si & quatre dimensions. Les équations (1) et (3)
représentant dans cet espace une surface normale 'F, de genres
un, image de I'involution 12

A l'involution 16 correspond sur la surface 1" une involution 13
d’ordre trois, engendrée par I'homographie

H _ Cy« ih 23 vya YA\
V2o 21 th oy, U

fl) Voir notre note « Sur l'inversion et sur une surface cubique a
quatre points doubles » (Mathesis, 1922, pp. 19-23).
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Cette homographie posséde comme axes ponctuels le plan
A0t M= 4
et les points P4(0, 1, ¢ s2, 0), P2(0, 1, 2, ¢, 0) Ces deux derniers

points n'appartiennent pas a la surface IF et les points unis de
I'involution 13 sont donc situés dans le plan (4).

4 Les hyperplans
\yo+ N i + i+ 1j)+\y*—o
passant par les points Pt, P2 découpent sur la surface T un réseau
de courbes de degré six, composé au moyen de I'involution Ij.
Nous obtiendrons donc un plan double <>, image de I'involution L

et par suite de I'involution 16, en rapportant projectivement ces
hyperplans aux droites d’un plan. Posons donc

fo __ -h -
ilo i +y*+th~ yi
La courbe de diramation A du plan double a pour équation
(2Ut — n2) \{2(ti — a?) (*, + 3*2) (tq — 6*2)2
-3(2l + 6M)(pp-4f =0,
ou l'on a posé
? — 3%0— («i + «8)*! + 3(«2 — <ij) ~q*2 + 3 (6rq — a¥) -i2.
Aux points unis sextuples A,, A2 de lI'iuvolution le correspondent
les points communs a la droite et & la conique
6 6**=0, ?=0;
en chacun de ces points, la courbe A posséde un point double
auquel sont infiniment voisins successifs deux points doubles,
comme nous le prouverons dans un instant.

Aux couples de points unis triples Bu et B2, B et B2 de I
correspondent les points

*+3tr2=0, 0=0,

qui sont les points de rebroussement de la courbe A
Aux deux ternes de points unis doubles C*, C2l, Ci et Ci2, C*, CX
correspondent les points

*0.tg. *2 = £ \6al —2az—2a3 + ai:2: —1,

qui sont doubles pour la courbe de diramation A.
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5 La courbe A appartient & un faisceau déterminé par une
cubique comptée deux fois et une conique comptée trois fois. Aux
points correspondant & Au A2 cette cubique et cette conique sont
tangentes. Il s'agit de montrer que la courbe A a trois points
doubles infiniment voisins successifs en chacun de ces points.

On peut toujours, par un changement de figure de référence,
ramener I'équation de la courbe A & la forme

| (h'Ad-ax24 uf)d- X (v, b2 d- bdx) )
(1 -XIX,)3 = 0, |~

Effectuons la transformation quadratique
XEX»  Xx3=Wiylyz: ytyz
On obtient la courbe

Tyi yi d- <i2yty3d- (hy,y,) d-yiy-.(b,yid-b,yly, d-bly,y2)\n
— —y)3=o. i~

Au point infiniment voisin sur la droite x., =0 du point
(xt — x3 =1), double pour la courbe (1), correspoud le point
(i = y3 —0)> double pour la courbe (2). Les tangentes a cette
conrbe en ce point sont confondues en la droite

+  =fi

I est facile de voir que cette droite coupe la courbe (2) en quatre
points confondus en (y3 = y3 =0); ce point est donc un tacnode
pour cette courbe. Il en résulte que la courbe (1) a, en (x,=- x3=0),
un point double auquel sont infiniment voisins successifs deux
points doubles.

6. En résumé, le plan double de genres un <> posséde une
courbe de diramation A du sixiéme ordre ayant deux points
doubles a chacun desquels sont infiniment voisins successifs
deux points doubles; deux points de rebroussement et deux
points doubles ordinaires. Cette surface est de rang six.

Liege, le 3 février 1938.

M. HA\EZ, Imprimeur de I'Académie rovale de RHeique, rue de Louvain, 112, Bruxelles.



