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CONSTRUCTION D’'UNE VARIETE ALGEBRIQUE A TROIS
DIMENSIONS, D’ORDRE SIX, A COURBES-SECTIONS
DE GENRE TROIS

par LucieNn GODEAUX
Membre de la Société

Dans certaines recherches sur les surfaces algébriques, nous avons
rencontré le probléme suivant : Construire une variété algébrique
& trois dimensions appartenant & un espace linéaire & cing dimen-
sions, d’ordre six, dont les sections par des espaces & trois dimensions
sont des courbes de genre trois (non hyperelliptiques).

M. F. Jongmans a déterminé les variétés algébriques a trois
dimensions & courbes-sections de genre trois (1) et la variété que
nous avons & construire est un cas particulier d’une des varités
rencontrées par ce géometre (cfr le 2° du théoréme & la fin du n° 8
du travail cité). Cependant, nous avons repris la question par une
méthode différente de celle de M. Jongmans (méthode qui n’est
d’ailleurs pas applicable au probléme général traité par celui-ci) pour
mettre en évidence quelques propriétés qui nous seront utiles.
M. Jongmans a rencontré la variété ayant pour représentation
dans un espace & trois dimensions le systéme des surfaces cubiques
passant par une cubique gauche. Cette variété est d’ordre dix et
appartient & un espace linéaire & neuf dimensions. La variété que
nous considérons ici est la projection de la précédente & partir de
quatre de ses points sur un espace linéaire a cinq dimensions.

1. — Considérons les équations
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Y F. JoNamans, Les variétés algébriques d trois dimensions dont les courbes-
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sections sont de genre trots (Bulletin de I’Académie roy. de Belgique, 1943,
pp. 766-782, 823-835).




ol nous supposons

Uy = gy + 1%y + ¥y T UsTs,
al, = ajr, -+ ajry - ayry + a5,
Al = dlwy + dyzy + dyzy + dgxs.

Tl est bien connu que dans un espace & trois dimensions les équa-
tions (1) représentent une courbe gauche G, d’ordre six et de genre
trois, non hyperelliptique (2).

Tcrire les équations (1) revient & écrire que les équations

Yoo + Yalta + Yot = 0,

Yobz + Y105 + yzb/a,v =0,

Yoz -+ YiCo + Ystz = 0,

Yoz + tady + Yol = 0
sont compatibles. Kerivons ces équations respectivement sous la
forme

Loty - T10q —+ Loty + Xgtty = 0, }
Lol + #1031 ‘}“'95262 4 2585 = 0, > (2)
ToYo + TiY1 + TaYs + Yz = 0, s
263 + 131 + @30, + 238y = 0.
L’élimination des x donne
%y Ay Ky K3
Bo B B By | )
Yo Yr Y2 Ys o
\ 8 8 3y

équation qui représente, dans le plan des y, une courbe plane v,
du quatriéme ordre, birationnellement identique & C.

2. — Ces points rappelés, supposons que L'on ait
Ue = Qg -+ @1y + s + Q%5 + AaTgse-- -
Les équations (2) deviennent
Tgotg —F Xyoty F Tty - Bty T Tydy = 0,....
On en déduit
Py = t 0y 0L gty i: pry = | Aplgkyo ‘: pxy = 1 X30lglody |5
prs = ] L gX Gy o 1: Py — t gy %oy

(?) Voir par exemple M. STUYVAERT, Cing Btudes de Géométrie analytique
(Mémoires de la Société Roy. des Sciences de Lisdge, 1907, 3¢ série, t. VIIi).
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ou, pour abréger, nous n’avons écrit que la premiére ligne des déter-
minants, les autres lignes s’obtenant en remplagant successivement
x par 83, v, 8.

Dans un espace S, & quatre dimensions, les équations (3) sont les
équations paramétriques d'une surface F. Aux sections de celle-ci
par des hyperplans correspondent dans le plan des ¥ les courbes v,
du quatrieme ordre passant par les points

Ko Ky Ky Xz Oy
Bo Br Ba Bs B
Yo Y1 Y2 Yz Yoo
i: 3 O ¥ I 8, '\
c’est-a-dire par dix points.

La surface F est d’ordre six et ses sections hyperplanes sont des
courbes C de genre trois.

I’ adjoint ] Y's ‘ au systéme ] Ya ] est constitué par le systéme des
droites du plan. A ces droites correspondent sur F des courbes ¢
du quatridme ordre. Comme les dix points-base de fy4 i n’appar-
tiennent pas en général & une cubique, une droite ne peut appartenir
4 une courbe vy, et une courbe C’ ne peut donc appartenir & un
hyperplan. Les courbes C’ sont des courbes rationnelles normales du
quatrieme ordre.

3. — Considérons maintenant une variété 4 trois dimensions
V& d’ordre six, dans une espace linéaire S; & cing dimensions, dont
les sections par les espaces & trois dimensions sont des courbes C de
genre trois. Nous désignerons plus simplement la variété VS par V.

Les sections hyperplanes de la variété V étant rationnelles, cette
variété est rationnelle (%) et a ses sections hyperplanes ¥ doivent
correspondre dans un espace S; & trois dimensions des surfaces
rationnelles.

Désignons par Oy, O,, ..., O4, Ay, Ay, A, A, les dix points-base du
systeme | Y4 ] et rapportons projectivement les cubiques planes
passant par Oy, O,, ..., Og aux plans de S;. Au plan des y correspond
une surface cubique F'. Aux points A;, A, A,, A, correspondent
quatre points sur cette surface ; nous continuerons & les désigner
par les mémes lettres.

() G. Fawxo, Sulle varietd algebriche a tre dimensioni a superficie sezioni

razionali (Annali di Matematica, 1915, série 3, tome XXIV, pp. 49-89). Le
théoréme s’applique aux variétés & sections rationnelles d’ordre supérieur & 3).
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Aux courbes v, adjoignons une courbe v, d’ordre cing passant
doublement par les points Oy, O,, ..., O4. A cette courbe v, corres-
pond sur F’ une cubique gauche K. A une courbe v, + v, correspond
la section de F' par une surface cubique passant par K. On en con-
clut qu’a la courbe vy, correspond sur F' une courbe C d’ordre six
‘et de genre trois, s’appuyant en huit points sur K et passant par les
points A, Ay, Ay, A, Cette courbe engendre sur F' un systéme
linéaire de dimension quatre et de degré six.

Cela étant, considérons le systéme [F’ \ des surfaces cubiques
passant par K et par les points A, A,, A;, A,. Ce systéme a la
dimension cing, le degré six et les courbes sections C sont de genre
trois. De plus, ce systéme est simple.

Rapportons projectivement les surfaces F' aux hyperplans d’un
espace lindaire S, & cing dimensions. Il correspond point par point
& l'espace S, de | F' | une variété  trois dimensions V, d’ordre six,
répondant aux conditions fixées.

4. — A une bisécante g’ de K correspond sur V une droite g.
On obtient ainsi sur V une congruence G de droites. Par un point
de V passe une seule droite de G. Une surface F’ contenant six
bisécantes de K, un hyperplan contient six droites de la con-
gruence (.

Il 'y a exception pour les bisécantes de K passant par un des
points A, A, Ag, A,, ces droites étant fondamentales pour | F’

Soit ¢’ la corde de K passant par A,. Les surfaces F' passant par
un point de g’ contiennent cette droite et il leur correspond dans S
les hyperplans passant par un point A; de V. Deux surfaces F’
passant par g’ ont encore en commun une courbe du cinquiéme
ordre, de genre deux, s’appuyant en six points sur K et en deux
points sur g’. Une troisiéme surface ¥’ passant par ¢’ et n’apparte-
nant pas au faisceau déterminé par les deux premiéres, rencontre
la courbe du cinquiéme ordre en quatre points variables avec la
surface. Il en résulte qu'un plan passant par A ne rencontre plus V
qu’en quatre points. Le point A] est donc double pour V. Aux
points de ¢' correspondent les points de V infiniment voisins de A],
done ce point est double conique pour V.

Nous voyons done que la variété V posséde quatre points doubles
coniques Aj, Aj, Ag AL
Aux domaines des points A,, A,, A, A, correspondent sur V des




plans ay, oy, g, % La variété V contient donc quatre plans qui ne
se rencontrent pas deux a deux. Le plan «; passe évidemment par le
point A}

5. — Soit Q une quadrique passant par la cubique gauche K.
Les surfaces F' découpent sur Q, en dehors de K, un systéme de
cubiques gauches de dimension cing et de degré quatre. Il en résulte
qu'a la quadrique Q correspond sur V une surface H du quatrieme
ordre appartenant d’ailleurs & la congruence G.

Observons que la série canonique d’une courbe C est découpée
par les quadriques passant par K. Les surfaces H, qui forment un
réseaul I H {, découpent done sur les sections de V par les espaces
3 trois dimensions, la série canonique de ces courbes. Nous désigne-
rons encore ces sections par C.

Une quadrique Q ne peut en général faire partie d’une surface I,
done une surface H n’est pas en général située dans un hyperplan.
Ces surfaces H sont donc des réglées normales du quatriéme ordre
de S;.

Considérons un plan £ ne passant par aucun des points
A, A, Ay, A, Les surfaces T découpent sur ce plan un systéme
linéaire (incomplet) de dimension cing, de cubiques planes passant
par les points de rencontre de K et du plan &. Ce systéme a le degré
gix et il correspond dong sur V, au plan £, une surface du sixiéme
ordre n’appartenant pas & un hyperplan.

6. — Parmi les surfaces cubiques du systéme | F' |, il en est qui

sont dégénérées en une quadrique et un plan. Ce sont :

1) Les surfaces F décomposées en une quadrique Q passant par
K et par un des points Ay, Ay, A,, A, et en un plan passant par les
trois autres de ces points.

2) Les surfaces F' décomposées en une quadrique Q passant par K
et par deux des points Aj, A, A,, A, et en un plan passant par les
deux autres de ces points.

Dans chaque cas, ces surfaces forment un faisceau.

Examinons le premier cas. Soient Q, une quadrique passant par K
et par les point A,, £; le plan déterminé par les points Ay, Ag, Ay

Sur Q, les surfaces F’ découpent cette fois un systéme de cubi-
ques gauches de dimension quatre et de degré trois. Done, & la
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quadrique Q, correspond sur V une surface cubique Hj (apparte-
nant & la congruence G) passant par le point Aj.

Sur 4, les surfaces T déterminent un systéme linéaire de cubiques
ayant six points-base, done & ce plan correspond sur V une surface
cubique H; appartenant & un espace linéaire & trois dimensions oy.
La surface Hj rencontre chacun des plans a,, o5, o, suivant une
droite.

La quadrique Q, et le plan £, se rencontrent suivant une conique
ayant trois points sur K.A cetbe conique correspond sur V une
cubique gauche commune aux surfaces Hj et H), passant par le
point Aj.

Les quadriques Q, forment un faisceau. Les hyperplans passant
par o, découpent sur V, en dehors de H, les oot surfaces Hj corres-
pondantes. Celles-ci sont des réglées cubiques normales.

Il y a quatre faisceaux d’hyperplans analogues.

Passons au second cas. Soient Q,, une quadrique passant par K
et par les points A;, A, et £,, un plan passant par A, A,

A la quadrique Q,, correspondrsur V une quadrique Hj, appar-
tenant & la congruence G et passant par les points Aj, A;.

Au plan &, correspond sur V une surface du quatriome ordre Hj,
& sections ellitiques, normale dans un S,.

Les surfaces H!,, H’, se coupent suivante une cubique gauche
passant par les points Aj, Ay

La quadrique H{, appartient & un espace & trois dimensions oy,.
Les hyperplans passant par o,, découpent sur V les surfaces Hj, qui
correspondent aux plans du faisceau d’axe AzA,.

11 existe six faisceaux d’hyperplans analogues.

7. — Une courbe gauche C d’ordre six et de genre trois ne peut
appartenir & une quadrique, par conséquent la variété V ne peut
appartenir & une hyperquadrique. On peut P’établir directement.

A 1a section de V par une hyperquadrique correspond une surface
du sixiéme ordre passant doublement par K et par Ay, A,, Ay, Ay
A la section d’une surface cubique F’ par une de ces surfaces du
sixieme ordre correspond dans le plan des y une courbe du huitiiéme
ordre passant deux fois par les dix points-base du systeme i Ya !
Ces courbes du huitiéme ordre forment un systéme de dimension
au moins égale & 14. Il y a donce au moins co'* surfaces du sixiéme
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ordre ne contenant pas la surface B’ considérée. D’autre part, ily
5 oo’ surfaces du sixiéme ordre formées de cette surface F’ et d’'une
gutre surface F'. Par conséquent, ily a au moins 21 hyperquadriques
Jinéairement indépendantes de S, ne contenant pas la variété V.
Comme le nombre des hyperquadrigques linéairement indépendantes
de S, est précisément égal & 21, il 0’y a aucune hyperquadrique
passant par V.

Sj nous désignons par F les sections hyperplanes de V, le systeme
| 2F | a la dimension 20.

Liége, le 23 octobre 1962.

11




