Sur la Génération projective des courbes
algébriques gauches

par Lucien Godeaux, Liéege.

En géomeétrie projective, on définit en général une courbe algé-
brique gauche de la maniere suivante: On considére deux réseaux
homographiques de surfaces algébriques; la courbe est le lieu des
points tels que les faisceaux de surfaces des deux réseaux passant par ce
point se correspondent dans I’hnomographie. Une étude compléte de
cette génération doit évidemment comporter la détermination des
dégénérescences de la courbe obtenue. Il est remarquable que I'on
peut trouver, dans certaines dégénérescences, des surfaces. Nous allons
dans cette note, considérer le cas le plus simple, celui d’'une cubique
gauche, et montrer que I’on est conduit a considérer, comme dégéné-
rescence de cette courbe I’ensemble d’une droite et d’un plan.

1. Une cubique gauche irréductible K est le lieu des points com-
muns aux rayons homologues de deux gerbes homographiques de plans
de sommets A, B, n'ayant aucun élément commun uni. Les dégénérescences
s’obtiendront en laissant tomber cette derniére condition.

Un élément uni commun aux deux gerbes homographiques de
sommets A, B est nécessairement un plan passant par A, B. Trois cas
peuvent se présenter:

a) Il existe un seul plan uni a. La cubique K dégénére en une
conique passant par A, B, située dans le plan a et en une droite s’ap-
puyant sur cette conique.

b) Il existe deux plans unis a, (3. La cubique gauche K dégénére
en trois droites: la droite AB, et deux droites situées l'une dans a,
I’autre dans (3.

c) Il existe une infinité de plans unis. Les deux gerbes A, B sont
alors perspectives et les rayons homologues se rencontrent suivant les
points d’'un plan a. La cubique gauche est formée de ce plan a et
de la droite AB.

2. Le troisieme cas peut sembler introduit artificiellement et on
pourrait penser a I’écarter en disant qu’une courbe ne peut comprendre
une double infinité de points. Cependant, comme nous allons le vair,
il peut se présenter tout naturellement dans certaines questions.

Représentons par ax, bx, ... des formes linéaires en xI; x2, x3, x4
et considérons les équations

ax -)- u:ax cijbx -f-ci: b* cx -l-ct2dx -[-ci3fx N
«i a’ + ci3ax oqb”x + a3bx cqc'x -f- ct2 d'x -f o3 Fx

Si I'on interpréte les x comme coordonnées des points de I'espace,
les équations (1) représentent, lorsque les a varient, une congruence
de cubiques gauches. Proposons-nous de déterminer I'ordre de cette
congruence, c’est-a-dire le nombre des cubiques passant par un point
donné.
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Dans (1), fixons les x et cherchons & déterminer le nombre de
solutions a (Pour simplifier, nous écrirons a au lieu de aX) . . .).
Les deux premiéres colonnes de (1) donnent

«i a b
S T @

La premiére et la derniére colonnes donnent

(oija’ + a2a) (cc' + ad’ + a3f)
— Oia” + «3a) («ic + «2d + a3f) = 0. 3

Interprétons les a comme coordonnées d’'un plan. Les solutions
cherchées correspondent aux points communs aux courbes (1) et (2),
sauf la solution

4)

qui annule les termes de la premiére colonne mais non le déterminant
formé par les deux derniéres colonnes.

La droite représentée par le second facteur de (2) égalé a zéro
rencontre la conique (2), en dehors du point (4), en un second point
qui donne une cubique en général irréductible.

Restent les points communs a la conique (3) et a la droite a, = 0.
Pour (7.1=0, la matrice (1) se réduit a

ala alb «2d + a3f
ala «s b axd’ + a3f
qui représente I’ensemble de la droite
ax =bx =0
et du plan
« (et2dx + s Fx)—ct3 (c2dx + u3fx) = 0.

On peut donc dire que la matrice (1) représente une congruence
d’ordre un de cubiques gauches irréductibles.

3. Quelle est la condition pour que la matrice

ou
ax = aixid -fi- a2x? fi- a3x3 fi- adx4, . . .,
représente une cubique gauche dégénérée en une droite et un plan?
Cela revient a déterminer les conditions pour que les deux gerbes
Nejax  + A2bx 1 A3cx - 0,
Miax + + ~cx =0
soient perspectives.
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Les parametres X fixant les plans de la premiere gerbe passant
par le sommet de la seconde sont donnés par

Ai 4" ~A2+ X3A, =0, (6)
ou A’j est le déterminant dont la premiére ligne est
Ai= Jai afl cl|,. ...

De méme, les paramétres A définissant les plans de la seconde
gerbe passant par le sommet de la premiére sont donnés par

Aj + a2 A2 + A3 A3 =0, 7
ou
Al = I a’i ai ci Neee=

Les équations (6) et (7) devant avoir les mémes solutions, la
condition cherchée est

A’X
Ai
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