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Exemple de la détermination de la singularité d’une
surface multiple en un point de diramation isolé

par Lucien GODEVAUX, Membre de la Société.

Dans un mémoire récent (1), nous avons indiqué une méthode
permettant de déterminer la singularité d’un point de dirama-
tion isolé d'une surface multiple. Nous avons appliqué
cette méthode a différents exemples. Dans celui qui fait I'objet
de cette note, nous trouvons un point de diramation quadruple
pour la surface multiple, le cdne tangent en ce point a cette
surface se composant d’un cdne du second ordre et de deux plans.
A ce point sont infiniment voisins successifs deux points doubles,
le premier biplanaire et le second conique. C’est cette particu-
larité, que nous rencontrons pour la premiére fois, qui nous a
engagé a rédiger ce travail.

Dans les différents exemples que nous avons traités, le cone
tangent en un point de diramation d’une surface multiple se
scinde en deux parties au moins et en trois au plus. Il semble
bien que cette propriété soit générale et nous espérons pouvoir
I'établir prochainement.

11— Soit F une surface algébrique contenant une involution
cyclique 131, d’ordre 31, n’ayant qu’un nombre fini de points
unis. Considérons un de ces points unis A et supposons que dans
le faisceau des tangentes a F en A, la transformation biration-
nelle T de F en soi, génératrice de I'involution, détermine la
correspondance

X' g =X eldp, 1)
e étant une racine primitive d’ordre 31 de l'unité.

Construisons sur F un systéeme linéaire |C |, dépourvu de

points-base, transformé en soi par T et contenant un systéme

d) Les points unis des involutions appartenant a une surface algébrique
(Annales de I'Ecole Normale Supérieure, 1948, pp. 189-210). Voir aussi
notre exposé : Les involutions cycliques appartenant a une surface algé-
brique (Act. Scient., n° 270, Paris, Hermann, 1935) et une note Sur les
points de diramation isolés des surfaces multiples, en cours d’impression
dans les Bulletins de I’Académie, janvier 1949.



linéaire partiel | COl, dépourvu de points-base, appartenant a
I'involution 181,

Dans le systeme | C | , il existe deux systémes linéaires partiels,
appartenant a I'involution, ayant A comme point-base simple,
nous désignerons par | Cj |, | C2| ces systemes. Des courbes Cx
C2 ont des tangentes fixes en A, ces tangentes étant les droites
unies dans la correspondance (1). Nous commencerons par pré-
ciser le comportement des courbes Cl( C2 en A.

De plus petit entier (b satisfaisant a la congruence

143 — 1=0, (mod. 31)
est p = 20. Da correspondance (1) peut donc aussi étre repré-
sentée par

X' :opt == eldX : p.
* Des courbes Cj ont en commun une suite de 13 points Alfl
Aj2L, ..., Aj13 infiniment voisins succesifs de A; ces points

sont unis pour 131 et le dernier est uni parfait.

Des courbes C2 ont en commun une suite de 19 points A2l
A22 ..., A219 infiniment voisins successifs de A, unis pour
I'involution 131, le dernier étant uni parfait.

2. — Ainsi que nous I'avons établi, il existe dans le systeme
linéaire | C, |, 16 systéemes linéaires| C'0l, |C"0 |, ..., | Cllb.|
dont les courbes passent par A et ont en ce point des multipli-
cités croissantes. Des courbes des quinze premiérs systémes
ont en A des multiplicités inférieures a 31 et des tangentes con-
fondues avec les droites AA”, AAZ2iL Des courbes C,[(l6> ont en
A la multiplicité 31 et des tangentes variables.

Soienl X, p deux entiers positifs satisfaisant a la congruence

X + 14p.esO, (mod. 31)
et tels que X + p<31. Il y a 15 couples de nombres X, p satis-
faisant a ces conditions; nous les désignerons par X- p< h =
1, 2, ..., 15) et disposerons des indices pour avoir

h + + ib+i'

Nous avons démontré que les courbes C0() ont en A la méme
multiplicité que les courbes X< C2 + p< Cx et qu’elles ont de plus
Xj tangentes confondues avec AA21, p, tangentes confondues
avec AAIfl.

Nous avons

X1=3, pl=2; X2=6, p2=4; X3=I, p3=I, X4=9, p4 6, ...
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3. — Envisageons les courbes C.,. Elles ont en A la multipli-
cité cing, deux tangentes confondues avec AAj( et trois avec
AA.

Les courbes Cl doivent rencontrer les courbes C'0 en 31 points
confondus avec A par conséquent, les courbes C', passent
doublement par les 13 points A%, Al2, ..., Aj 13

Les courbes C2 doivent également rencontrer les courbes C'0
en 31 points confondus en A et d’autre part, les courbes C'
doivent passer par A2)9. Il en résulte que sur chaque courbe C',
le point A est I'origine d’une branche superlinéaire. Les courbes
C',, passsent 3 fois par les x premiers des points A»L A22 ...,
A219, deux fois par le peint suivant et une fois par les 18 — x
points restants. On doit avoir

5+ 3x+ 2+ 18 —* =31,
d’ou x = 3. Les courbes C',, passent donc trois fois par les points
APl A22, A23, deux feis par le point A2l et une fois par
les points A2, ..., A1 De plus, elles passent simplement
par un point A2>4)L infiniment voisin de A24, uni parfait pour
I’involution 13,.

Soit r0 la dimension de |CO/, dimension que l'on peut
supposer aussi grande que l'on veut. En rapportant projecti-
vement les courbes C0 aux hyperplanes d’'un espace linéaire
a r0 dimensions, il correspond a F dans cet espace une surface O
image de I'involution 13t Nous désignerons par n l'ordre de <5,
par r,, ses sections hyperplanes et par 7t leur genre. Le systéme
linéaire | CO! et par suite le systeme |C| ont le degré 31m et
le genre 317t — 30.

Au point A correspond un point A' sur O et aux courbes
C les courbes découpées sur < par les hyperplans passant
par A'. Nous désignerons ces sections hyperplanes par r'0.

Aux domaines des points unis parfaits Aj 13 A219, A241
correspondent sur O des courbes infiniment petites, infiniment
voisines de A', a savoir une conique et deux droites. Le point
A' est donc quadruple pour <> et le cone tangent a cette surface
en ce point se compose d’un cone du second ordre et de deux plans.

Pour étudier de plus prés la singularité de fl) au point A,
projetons cette surface de ce point sur un hyperplan de I'espace
ambiant. Nous obtenons une surface O', d'ordre n — 4, dont
les sections hyperplanes sont les courbes r*0. Au domaine du
point A' sur O correspondent sur O' ;
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Une conique a2 homologue du domaine du point All3;
Une droite p'l( homologue du domaine du point A2l9 ;
Une droite pi; homologue du domaine du point A241

4. — Les courbes C"0 ont en A la multiplicité 10, 4 tangentes
étant confondues avec AAX! et six avec AA2X. Nous désignerons
par "'l les courbes qui leur correspondent sur la surface 0",
Comme |C"0. a la dimension r0— 2, les courbes '] sont dé-
coupées sur <> par les hyperplans passant par un point A'x

Si le point A\ n’appartient pas a la conique a2, les courbes
C",, passeraient deux fois par Ax X3 et par suite au moins deux
fois par les points Axx, .. AlIx2 Mais les courbes Cx doivent
rencontrer les courbes C"0 en p points confondus en A, ce qui
serait impossible. Ue point A\ appartient donc a la conique a2
et ADj3 est simple pour les courbes C™0.

Si le point A'x appartenait a la droite p'j.les courbes C"0 ne
passent pas par le point A219, mais passent simplement par le
point A2l j. Elles ne peuvent passer par le point A25 car alors
elles passeraient six fois par A>l, A22, A>3, cing fois par A24
et seraient rencontrées en plus de 31 points confondus en A
par les courbes C2. Dans ces conditions, les courbes C"0 doivent
passer une fois par A2t et deux fois p?r A>3 Mais alors comme
elles passent six fois au plus par les points A2X, A22 elles se-
raient rencontrées en moins de 31 points confondus en A par
les courbes C2. Le point A'x n’appartient donc pas a la droite (3x.

Ue point Ax appartient a la droite (3X, car autrement, les
courbes C"0 seraient rencontrées en plus de 31 points confondus
en A par les courbes C2

En raisonnant comme pour les courbes C'0, on voit que les
courbes C"0 passent 3 fois par A2X et une fois par les 18 points
A22, ..., A2)9; elles passent de plus deux fois pas un point
A2il infiniment voisin de A21, une fois par un point A2l2
infiniment voisin de AX(ljl et enfin une fois par un point A2x 21,
uni parfait pour I'involution, infiniment voisin du point A212

On établit de méme que les courbes C"( passant quatre fois
par les points All( Al2, trois fois par Al3 et une fois par A4
..., AP Elles passent de plus une fois par des points Al3l,
AP3i,i infiniment voisins successifs de Ai3, le dernier de ces
points étant uni parfait pour I’involution.

Il en résulte que le point A'j est double biplanaire pour la
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surface O', le domaine de ce point sur cette surface se composent
de deux droites infiniment petites, infiniment voisines de A',,
homologues des domaines des points Aj 31 x et A2 2 -

Projetons la surface O' de A\ sur un liyperplan de I'espace
ambiant; nous obtenons une surface O", d’ordre n — 6, dont les
sections hyperplanes sont les courbes I'"'(,

Aux domaines des points Ali2jl1 et A2j121 correspondent
sur O” des droites og, p"j se rencontrant en un point A? et qui
représentent le domaine de A\ sur (h'. A la conique a2 corres-
pond sur 3>" une droite, que nous désignerons encore par a2,
rencontrant en un point la droite og. A la droite correspond
une droite et a la droite pj, un point appartenant a la droite

pri

5- — Les courbes C™'0 ont en A la multiplicité 12,une tangente
étant confondue avec AAD! et les 11 autres avec AALr Il leur
correspond sur <I>" les sections V') de cette surface par les
hyperplans passant par un point A-

IYes courbes C™,, passent nécessairement une fois par les points
A2, A22......... A219 et par consequent, elles ne passent plus
par le point A2>121. Le point A appartient donc a la droite p"t

La droite ne rencontre pas la droite og, donc A ne peut
appartenir a cette derniere droite. Les courbes C"'0 passent
donc simplement par ADI3 Eu raisonnant comme précédem-
ment, on voit que les courbes C™0 passent 7 fois par Arl, une
fois par A12, . . ., Ax 13, quatre fois par un point Alil(1, deux fois
par un point ADDIX et par un point AlL(LljX, uni parfait pour
L involution, les points Axx1( Ajxxj, Auxxxx étant infiniment
voisins successifs de AIfl. Ces courbes ne passent donc plus
par A el A appartient donc a la droite og; il coincide donc
avec A'2

Le point A2 est double conique pour <B>", son domaine sur
cette surface correspondant au domaine du point Ajtjxx

Projetons O ' du point A2 sur un hy”perplan; nous obtenons
une surface <b™ d’ordre n — 8, dont les sections hyperplanes
sont les courbes Y''0. Au domaine du point A" sur «h", c’est-
a-dire au domaine du point ADIjljljl sur F, correspond une co-
nigue y2. Aux droites a2, de <h" correspoiident sur <F" des
droites a2, p'x. Aux droites ax, p"j correspondent des points de
la conique y2, singuliers pour
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Sur O", la droite (3( était représentée par le domaine d’un
point de la droite fi"v singulier pour la surface. Sur fl)™, a ce
point correspond le méme point qu’a la droite (3'Y Désignons
ce point par A'3 Le point A" est singulier pour la surface O™
et son domaine équivaut a deux courbes, homologues des droites
Pj, p"j. C'est ce que I'on va Vérifier en considérant les courbes

v[;o ™

6. — Les courbes C0«) ont en A la multiplicité 15; 9 tangentes
en A & ces courbes coincident avec AA2l et 6 avec AAIX

L’analyse de la singularité des courbes C0<) au point A con-
duit aux résultats suivants.

Les courbes C0(4) passent quatre fois par le point APl deux
fois par le point All(l, une fois par les points Axxx1( ALL(lil>1,
une fois par les points A12, ..., Al13 Elles passent en outre
six fois par A®l, quatre fois par A22, A23 deux fois par A24,
Ajai, deux fois par A211 et une fois par A212, A2121.

A ces courbes correspondent sur <> les sections i) par les
hyperplans passant par le point A'3, qui est donc triple pour la
surface.

Projetons O™ de A'3 sur un hyperplan; nous obtenons une
surface <4 d’ordre n — 11. Sur cette surface, au domaine du
point A'3 correspondent une conique px et une droite Ala
conique  correspond une droite, a a2 correspond une droite.
A la droite p'x correspond un point. Sur O™, la droite doit
passer par le point A'3 et par conséquent doit rencontrer
I'une des courbes px pj' en un point. Observons que sur la sur-
face <>, la courbe PYf Pi+a2 doit étre connexe, par consé-
guent p'x doit rencontrer [L en un point, mais elle ne rencontre
pas p'V

Il est inutile de considérer les courbes C,>; ce qui précéde
montre que la singularité du point A' pour la surface O est équi-
valente a I’ensemble des courbes <2, oqg, (L, (3, ety?2

7. — Avant d’aller plus loin, nous allons procéder a quelques
vérifications.

Comme nous I’avons indiqué, les degrés des systemes | r'o,
r"0,  r'™0r, | b | sont respectivement égaux a n — 4,
n—6, « —8, n— 11. Les genres de ces courbes doivent respec-
tivement avoir les valeurs t — 3, t—4, n —5, TT—7. C’est
ce que nous allons vérifier,
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Le systéme | C'0l a le degré 31m — 124 et le genre 31m — 63.
Par conséquent, le systeme | T'0| a bien le degré n — 4 et, en
utilisant la formule de Zeuthen, le genre m — 3.

Le systeme | C",,| a le degré 31m — 186 et le genre 31m — 94.
Par conséquent, le systeme | T"0|a bien le degré n —6 et le
genre m — 4.

Le systéme | C*"'0! ale degré 31m — 248 etlegenre 31m — 115.
Le systéme | V"0 | a donc bien le degré n — 8 et le genre m —5

Le systeme | C'4 | ale degré 31m — 341 etle genre 31m — 172.
Il en résulte que le systéme | 1<ib | a bien le degré n — 11 et
le genre m — 1.

8.  Le point singulier A" de la surface <> est donc équivalent
a un ensemble de six courbes rationnelles

Pi'- Pi- P"I> Y2. «i. «2-
chacune de ces courbes rencontrant en un point la précédente

et la suivante, mais ne rencontrant pas les autres.

Nous avons, sur la surface O, les relations fonctionnelles

r,=r'0 + Pi+ px+ p"l +yl+ «i +a2»

ro=T"0 + p'i + Px + 2(P"l + y2 + «x) -f a2,

ro=r""0 + Px + px + 2p"x + 3y2 + 2ax + «,

<t + + 2px + 3(3"x + 3y2 + 2ax + al.

On déduit de la premiére relation que les courbes (3%, f}"x
y2, ax ont le degré virtuel — 2 et les courbes px a2 le degré
virtuel — 3. On déduit des trois dernieres relations les nombres

des points d’intersection des courbes p (X ..., a2 avec les
courbes Y"0, Y'™0, r(» qui ont été indiqués plus haut.

9. Soient rx, T2 les courbes d’ordre n qui correspondent
sur la surface O aux courbes Cx ,C2. Nous avons une relation
fonctionnelle de la forme
3ir =3irx + X(3x + X3x+X"p"x + vy? + [xax+(i.2a2 + A,
ou X' X, X", v, (jIx, p2 sont des entiers et A un terme qui provient
des autres points de diramation de la surface O.

En exprimant que les courbes Tx ne rencontrent que la courbe
a2, on a

—2X'+ X=0, X—3X + X"=0, x—2X"+v =0,

X" v+ fik=0v—2"+p2=0, 31+pi—3a =0,
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d'ou I'on déduit
X=1 X=2 —b, v=8 [X=11, |i2=14
On a donc
31 r0=31 I\ + px+ 2px + 5p"x + 8y2 + ll«x + 14a2 + A
On trouverait de méme
31r0=31r2 + 9p% + 18pl + 14P”, + 1012 + 6a, + 2a2 + A,
A' étant un tenue provenant des autres points de diramation.

10. — La considération des systemes | CO(fi) | , | CO(6) | ,
n’est pas nécessaire pour déterminer la singularité du point
A' pour la surface <I). Indiquons cependant ce que I'on obtient
pour les premiers de ces systemes.

l,es courbes C0(5 ont la multiplicité 17 en A et passent 4 fois
par A2jl, A22, A2j3, 2 fois par A2j4, et A24x, deux fois par Al
une fois par Al2, ....... Axx3>  une fois Par une suite de onze
points A,xx, ..., Aplu infiniment voisins successifs de Axx
Les courbes r,,(5 qui leur correspondent sur ®«) sont découpées
par les hyperplans qui passent par le point commun aux cour-
bes p"x, ax

Les courbes Ciki> ont la multiplicité 18 en A, passent 8 fois
par A2 x. deux fois par A22, A23, une fois par A24, A24x, six
fois par A2XX trois fois par A2x2, A2x2x une fois par Axx
.-, Axx3. Les courbes ro> qui leur correspondent sur ®()
sont découpées par les hyperplans passant par la droite (3"x

Les courbes C((7) ont la multiplicité 20 en A et passent six fois
par A?2x, deux fois par A22, A23, une fois par A24, A2l quatre
fois par A2xx deux fois par A2x2 et A2x2x, six fois par Axx
trois fois par Ax2, deux fois par Ax 3, une fois par Ax3il et AX 30X
deux fois par AXXjX, une fois par Axxxx et AXYXX x. Les courbes
ro(> qui leur correspondent sur la surface ®(4) sont découpées
par les hyperplans passant par la droite p*x et par le point com-
mun a la droite |[3"x et a la droite a2, point qui représente la
courbe ax

Le point commun aux courbes (L', ax est simple pour la
surface ®). On a

r0= ri6) + Pi + 2 Px - 4(3”, -(- 3y2 + 2wt + al ,
ro= <"+ Px + 203k + 43" + 412 + 3«x + a2.

Liége, le 4 février 1949.

(3558) Ceuterick, Couvain



