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GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Sur les points de diramation isolés des surfaces multiples,
par Lucien GODEAUX,

Membre de l’Académie.
(Cinquième note).

Dans les notes précédentes (1), nous avons considéré des 
surfaces multiples dont les points de diramation isolés ont des 
cônes tangents se décomposant en deux ou trois parties. Nous 
allons, dans cette note, considérer un exemple d’une surface 
multiple où le cône tangent en un point de diramation isolé se 
compose de quatre parties.

Conservant les notations de nos notes précédentes, soit Àx, pj 
la solution des congruences

A + ci|u = 0, /x + j8A ss 0, (mod. p)

telle que Ax + /xj soit minimum. Le cas étudié correspond au 
fait que l’on a

Ax + a/xj = hp, fxx + PK = kp,

h et k étant supérieurs à l’unité. Dans le cas actuel, nous avons 
p = 41, a = 25, P = 23 et on a

Ax + 25ix, = 2.41, ,xx + 23 Ax = 4.41.

Un autre exemple est donné par p = 61, a = 37, P = 33.
Nous avons conservé dans cette note les notations de nos 

notes antérieures, sauf en un point. Au lieu d’écrire ..
pour désigner un point uni infiniment voisin d’un point uni 
isolé A, nous écrivons (i, j, k,...). D’autre part, pour éviter toute 
confusion avec la terminologie employée pai Pieri et M. Severi (2),

(1) Voir Bulletin de l’Académie, 1949, pp. 15-30, 262-276, 277-284, 532-541.
(2) F. Severi, Sene, Sistemi d’equivalent e corrispondenze algebriche suite 

varietà ulgebriche (Roma, Ed. Cremonese, 1942). Voir p. 278 et suiv.
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Lucien Godeaux. — Sur les points de diramation

nous dirons qu’un point uni est de première ou de seconde espèce 
suivant que la transformation génératrice de l’involution déter
mine, dans le domaine du premier ordre de ce point, l’identité 
ou non. Un point uni de seconde espèce, par exemple, est donc 
ce que nous appelions point uni non parfait.

35. Considérons sur la surface F une involution cyclique I41 
d’ordre 41 et soit A un point uni de cette involution pour lequel 
on a a = 25 et par suite j8 = 23.

Les solutions A, p, telles que À + fi < 41, en nombres entiers 
positifs, rangées par valeurs croissantes des A + p, des congruences 

A + a/x = 0, p -F /JA = 0, (mod. 41),
sont :

A = 7, fi = 3 ; A = 5, fi = 8 ; A = 3, /a = 13 ; A = 16, fi = 1 ;
A = 1, p = 18 ;

A = 14, fi = 6 ; A = 12, fi = 11 ; A = 10, p = 16 ; A = 23, 
p = 4;A = 8, p = 21;

A = 21, fi = 9 ; A = 6, p = 26 ; A = 19, fi = 14 ; A = 32, 
p = 2 ; A = 4, p = 31 ;

A = 17, fi = 19 ; A = 30, fi = 7 ; A = 2, fi = 36 ; A = 15, 
p = 24 ; A = 28, p = 12.

Les courbes C(, ont en A la multiplicité 10, 7 tangentes en ce 
point étant confondues avec al et 3 avec aa. Ces courbes passent 
7 fois par le point (1, 1), 4 fois pai le point (1, 2), une fois par 
les 20 points (1,3), (1,4), ..., (1,22), 3 fois par un point (1,2,1) 
infiniment voisin de (1,2). Elles passent en outre 3 fois par les 
points (a, 1), (a, 2), (a, 3), 2 fois par (a, 4), une fois par les 20 points 
(a, 5), (a, 6),..., (a, 24) et une fois par un point (a, 4, 1) infiniment 
voisin de (a,4).

Les points (1,22), (1, 2, 1), (a, 4, 1) et (a, 24) sont unis de 
première espèce pour l’involution et il leur correspond sur la 
surface 01( dont les sections hyperplanes r'0 correspondent aux 
courbes Cq, respectivement une droite alt une cubique gauche 
t1( une droite ra et une droite aa.

La surface (Ll est d’ordre n — 6 et les courbes r'0 de genre
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isolés des surfaces multiples

n ~~ 5, comme on le voit en considérant le nombre des points 
d’intersection de deux courbes C'0 absorbées en A et en utilisant 
la formule de Zeuthen pour la correspondance entre deux courbes 
homologues 7^, Cq.

Sur la surface 0, le point de diramation A' homologue de A est 
sextuple et le cône tangent en ce point à cette surface se décom
pose en trois plans (ctj), (ra), (oa) et un cône cubique (tj).

36. Les courbes Cj ont la multiplicité 13 en A, 5 de leurs 
tangentes en ce point étant confondues avec a1 et 8 avec aa.

Ces courbes passent 5 fois par le point (1,1), 3 fois par (1,2), 
une fois par (1,3), (1,4), .... (1,22), deux fois par (1,2,1). Elles 
passent en outre 5 fois par (a, 1), une fois par les 23 points (a,2), 
(a, 3), ..., (a, 24), 3 fois par le point (a, 1, 1), une fois par les 
points (a, 1, 1, 1), (a, 1, 1, 1, 1), (a, 1, 1, 1, 2), infiniment voisins 
successifs de (a, 1).

Le système | Cô | est de degré effectif 41 (n — 7) et de genre 
effectif 417t — 250. Il en résulte que le système j r'I | est de degré 
n — 7 et de genre n — 5. Sur la surface 0lt les courbes r"0 sont 
découpées par les hyperplans passant par un point A( commun 
aux courbes t1, ra. Ce point A( est simple pour la surface 0,. 
Au domaine du point A( sur 0, coi respond sur F le domaine 
du point (a, 1, 1, 1, 2).

37. Les courbes C„ ont la multiplicité 17 en A, 3 de leurs 
tangentes en ce point étant confondues avec a1 et les 13 restantes 
avec aa.

Ces courbes passent 3 fois par (1, 1), 2 fois par (1, 2), une fois 
par les points (1, 3), (1, 4), ..., (1, 22) et (1, 2, 1). Elles passent 
en outre 2 fois par (a, 1), une fois par (a, 2), (a, 3), ..., (a, 24) 
et une fois par une suite de points (a, 1, 1), (a, 1, 2),..., (a, 1, 11), 
infiniment voisins successifs de (a, 1).

Le système |rê'| a le degré n — 8 et le genre n— 5. Sui la 
surface 0X les courbes de ce système sont découpées par les 
hyperplans passant par la tangente à la courbe rx en A(.

Si nous désignons par A'( le point de la cubique gauche t1 
infiniment voisin de A(, au domaine de ce point sur corres
pond, sur F, le domaine du point (a, 1, 11).
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Lucien Godeaux. — Sur les points de diramation

38. Les courbes passent 17 fois par A et de leurs tangentes 
en ce point, 16 sont confondues avec a1 et une avec aa.

Ces courbes passent 3 fois par (1,1), une fois par (1, 2), (1, 3),
(1, 22), 2 fois par une suite de points (1, 1, 1), (1, 1, 2), ..., (1, 1, 6) 
infiniment voisins successifs de (1, 1), une fois par deux points 
(1, 1, 7), (1, 1, 7, 1) infiniment voisins successifs de (1, 1, 6). 
Ces courbes passent en outre une fois par les points (a, 1), (a, 2), ..., 
(a, 24).

Le système linéaire | FJ,4’ | a le degré n — 9 et le genre tt — 5. 
Sur la surface les courbes F^ sont découpées par les hyper- 
plans passant par le plan osculateur à la cubique gauche rx en 
Ax. Si nous désignons par Aê le point de rx infiniment voisin 
de Aï, au domaine de ce point sur la surface F1 correspond le 
domaine du point (1, 1, 7, 1) sur F.

39. Les courbes O05) passent 19 fois par A, une de leurs 
tangentes en ce point étant confondue avec ax et les 18 autres 
avec aa. Ces courbes passent une fois par les points (1, 1), (1, 2),
(1, 22) ; elles ne peuvent plus passer par le point (a, 24), car 
autiement, elles seraient rencontrées en plus de 41 points con
fondus en A par les courbes C0.

Les hyperplans découpant sur <î,1 les courbes F),5) ne peuvent 
contenir la courbe r1} car celle-ci serait rencontrée en quelques 
points variables par les courbes F[05) et les courbes C&5) passeraient 
par le point (1, 2, 1). Ces hyperplans ne peuvent contenir le plan 
osculateur à tx en A{, car autrement les courbes F),5) contien
draient le point A’ô et les courbes C|,5) passeraient pai le point 
(1, 1, 7, 1). Les courbes T),5' devant rencontrer t1 en trois points 
confondus en Aï, leurs hyperplans touchent (P1 en ce point. 
Mais alors, ces hyperplans contiennent la droite ra.

On en conclut que les courbes F‘5) passent, simplement, 
par le point A'ï et rencontrent la droite ra en quelques points 
variables. Par conséquent, les courbes C(05) passent une fois 
par le point (a, 1, 11) et, avec une certaine multiplicité, pai le 
point (a, 4, 1). Il faut nécessairement que les courbes C(05' passent 
une fois par les points (a, 1, 1), (a, 1, 2), ... (a, 1, 11), donc 7 fois 
par (a, 1), 6 fois par (a, 2), (a, 3), 3 fois par (a, 4, 1).

Les systèmes | F),5’ | a le degré n — 13 et le genre tt — 8.
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On voit de plus que les droites ra, <ra se rencontrent en un point.

40. Examinons maintenant les courbes Q®\ qui ont la mul
tiplicité 20 en A, 14 de leurs tangentes en ce point étant con
fondues avec et 6 avec aa. Ces courbes ne peuvent plus passer 
par le point (1, 22).

Sur 01} les courbes Ej,6), qui sont des courbes E^5) particu
lières, sont découpées par des hyperplans passant par ra, par 
la tangente à rx en Ax et par un point fixe de ctx.

Observons que les courbes E)>6) ne peuvent passer par le point 
Ag sans contenir la courbe t1( mais alors, elles rencontrent 
cette courbe en des points variables. Par conséquent, les courbes 
C^6) ne peuvent passer par le point (1, 1, 7, 1).

Si les courbes E),6' ne contiennent pas rx, les courbes O09) ne 
peuvent passer par le point (1, 2, 1). L’examen des différents 
comportements que peuvent avoir les branches des courbes 
C06) d’origine A, tangentes à al en ce point, montre que l’on est 
conduit à des absurdités. Il en résulte que les courbes E)>6) 
sont découpées sur <P1 par les hyperplans contenant rx et ra. 
Par suite, la droite a1 rencontre la courbe rx en un point.

Les courbes C{,6) passent 14 fois par (1, 1) et 7 fois par chacun 
des points (1, 2), (1, 2, 1). Elles passent en outre 6 fois par cha
cun des points (a, 1), (a, 2), (a, 3) et 3 fois par chacun des points 
K 4), (a, 4, 1).

Le système | E^ | a le degré n — 20 et le genre n — 12.

41. De ce qui précède, on conclut que la singularité de la 
surface d> un point de diramation A' est équivalente à l’ensemble 
de quatre courbes rationnelles au r1( aai ra, dont chacune ren
contre la précédente et la suivante en un point, mais ne rencontre 
pas les autres.

On a

E0 = Eq + ai + Ti + Ta + °a

et par conséquent les courbes ctx, tx, ra, aa ont respectivement 
les degrés virtuels — 2, — 5, — 3, — 2.

Les courbes E^5) appartiennent au système linéaire
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Lucien Godeaux. — Sur les points de diramation, etc.

et sont précisément les courbes de ce système qui passent par 
le point Aj.

Les courbes précédentes sont rencontrées par r0 en quatre 
points variables, donc celles qui passent par Aj, c’est-à-dire 
les courbes Lq6', rencontrant la droite ra en trois points variables.

Les courbes Tf,6' satisfont à la relation fonctionnelle

T0 = Jf> + a, + 2(tj + T.) + <7* .

Ces courbes rencontrent bien la cubique gauche r1 en 7 points 
variables et la droite ra en deux points variables.

L’examen des systèmes jCé|, ..., |Q,6'| et |Z’é|, •••» suffit
poui déterminer la structure du point de diramation A'. Il ne 
serait pas difficile de poursuivre l’étude des systèmes suivants 
I c^7> |, ..., | r<7) |,... On pourrait voir, par exemple, que les courbes 
/y1 coïncident avec les couibes ip passant par le point Aj, 
etc.

Liège, le 1er juillet 1949.
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