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GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Sur une involution cyclique du onziéeme ordre
appartenant a une surface algébrique,

par Lucien GODEAUX,
Membre de I’Académie.

Dans nos Recherches sur les involutions cycliques appar-
tenant a une surface algébrique (1), nous avons été con-
duit a I'étude de certains points unis d’une involution
du onzieme ordre, appartenant a une surface algébrique.
En I'espéce, la surface était un plan et I'involution était
engendrée par une homographie cyclique non homologi-
que, de période onze, de ce plan. En utilisant les résul-
tats que nous avons obtenus récemment dans I'étude de
la structure des points unis des involutions appartenant
a une surface algébrique (2), nous reprenons nos recher-
ches rappelées, en supposant cette fois que I'involution
du onziéeme ordre appartient a une surface algébrique
sur laquelle nous ne faisons aucune hypothése. La
méthode utilisée est plus générale que celle que nous
avons employée dans notre premiére note et peut
d’ailleurs s’appliquer a I'étude d’un point uni isolé d’'une
involution cyclique quelconque. Nous avons aussi fait
usage d’'une méthode utilisée autrefois (3) pour la déter-

tl) Troisieme communication (Bulletin de 1I’Académie royale de Belgique
1931, pp. 1356-1364).

() Recherches sur les points unis isoles des involutions cycliques appartenant a
une surface algébrique (Bulletin de I'Académei royale de Belgique, 1948,
pp. 206-228). Nous utilisons également, dans cette note, des résultats que I'on
trouvera dans notre exposé sur Les Involutions cycliques appartenant a une
surface algébrique (Actualités scient, et industr., n» 270 ; Paris, Hermann, 1935).

(*) Sur les points de diramation des surfaces multiples (Bulletin de 1a Société
roy. des Sciences de Liege, 1940, pp. 54-79, 128-137).
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Lucien Godeaux — Sur une involution cyclique

mination des branches superlinéaires des courbes appar-
tenant a lI'involution, passant par le point uni considéré
et ayant ce point pour origine. Nous déduisons de notre
recherche la structure du point de diramation corres-
pondant sur une surface normale, image de I'involution.

En terminant, nous construisons une surface conte-
nant une involution d’ordre onze, présentant des points
unis de I’espéce considérée.

1. Soit F une surface algébrique contenant une invo-
lution cyclique lu, d’ordre onze, ne présentant qu’un
nombre fini de points unis. Nous avons montré que
I'on peut prendre, pour modéle projectif de la surface F,
une surface normale, appartenant a un espace Sr de
dimension r aussi grande que l'on veut, sur laquelle
Uinvolution est déterminée par une homographie H,
de période 11, possédant 11 axes ponctuels dont un
seul rencontre la surface (aux points unis de I'involution).

Désignons par S,, Sj, ..., SI0 les axes ponctuels de
I’'hnomographie H et supposons que ce soit le premier,
S0, qui rencontre F. Soit r0 sa dimension.

Soit |C| le systétme des sections hyperplanes de F.
Ce systeme contient 11 systéemes linéaires partiels
IC..l, ICX],..., |C10] appartenant & I'involution lu. Chacun
de ces systemes est découpé par un systeme d’hyper-
plans unis de H ; nous supposerons que le systéeme |[C-| est
découpé par les hyperplans passant par S,, St-It
S<+1,..., S10. Le systeme |C,| est dépourvu de points-
base ; les autres ont pour points-base les points unis de
lu.
uEn rapportant projectivement les courbes C, aux
hyperplans d’un espace linéaire & r) dimensions, on
fait correspondre a F une surface O, image de I'involu-
tion In. Si n est I'ordre de cette surface et n le genre de
ses sections hyperplanes ro, I'ordre de F est lin et le
genre des courbes C est 11 n — 10.
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du onzieme ordre appartenant a une surface algébrique

A chacun des axes de I’'hnomographie H, nous atta-
chons une racine onzieme de l'unité. Si e est une racine
onzieme primitive de l'unité, nous pouvons numéroter
les axes de maniére que les racines attachées a S0,

S10 soient 1, e, elo.

Soit A un point uni de I'involution In. Supposons que
le plan tangent a F en ce point, plan qui est uni pour H,
s’appuie en un point sur Sx et en un point sur I'espace S3.
Désignons par ax la tangente a F en A qui S’appuie sur
Sj, par cis celle qui s’appuie sur S3. Le point A est uni
non parfait pour In ; nous allons étudier sa structure
et celle du point de diramation Al correspondant sur <.

Les courbes Q ont un point simple en A et y touchent
la droite a3 ; les courbes C3 ont un point simpleen A ety
touchent la droite ax.

2. Désignons par C0 les courbes C) passant par A : elles
y ont un point double au moins, les tangentes étant
ax, a3. Désignons par CO les courbes C0 assujetties a
toucher en A une droite distincte de ax, a3, et ainsi de
suite.

Comme nous l'avons montré, les courbes Cb, Co, ....
se comportent en A comme les courbes

ACj -J-[i C3,
ou A et ™ sont des entiers positifs ou nuis tels que
A+ x < 11, A+ 3f, =0, (mod. 11).

Nous représenterons cette courbe par la notation
(A, [j) ; elle a en A ~ tangentes confondues avec ax et
A avec a3

Un calcul simple montre que l'on a les systemes
suivants :

c; (2, 3;C:(5 2;Co.@an,;
Ch: (8,1 ; C?: (4,6).
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Lucien Godeaux. . Sur une involution cyclique

Le systéeme |C(>| est formé de courbes ayant en A la
multiplicité 11, avec des tangentes variables.

Rappelons que chacune des courbes Q, C" ... est
rencontrée en p points confondus en A par chacune des
courbes CI( C3

3. Les courbes Cl ont en A un point quintuple, trois
tangentes coincidant avec al et deux avec a3

Les courbes Ci et Ci ont en commun un certain nombre
de points ... Infiniment voisins successifs de A.
Ces points sont au plus doubles pour les courbes Ci.
Si deux points consécutifs, Bt, Bi+l, étaient le premier
double, le second simple pour les courbes Ci, celles-ci
devraient avoir en commun au moins un point simple
infiniment voisin de Bi+l et distinct de B<t2 De plus,
ce dernier point ne pourrait appartenir aux courbes
C1 Cela est impossible, car la somme des multiplicités
des points Bl B2)... pour les courbes Ci doit étre égale
a six. Par conséquent, les courbes Q et Ci ont en com-
mun trois points BIf B2, B3 infiniment voisins successifs
de A, doubles pour ces derniéres courbes.

Les courbes Ci et C3 ont en commun un certain nombre
de points Al A2... infiniment voisins successifs de A,
en plus triples pour les courbes C0. Ou bien il y a deux
points triples Al( A2, ou bien il y a un point triple Aj,
un point double A2, un point simple A3 et de plus, un
point simple distinct de A3, infiniment voisin de Al
et qui n'appartient pas aux courbes C3. Mais dans ce
dernier cas, le point A absorbe 52 points d’intersection
de deux courbes C0 ; or le systeme |Q| appartient a
I'involution In et ce nombre doit étre multiple de 11.
On en conclut que les courbes C3, C3 ont en commun
deux points Al A? infiniment voisins successifs de A,
triples pour les courbes Q.

Les points Alf Bu B? sont unis non parfaits et les
points A2, B3 sont unis parfaits pour In.
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du onzieme ordre appartenant a une surface algébrique

Le systéeme |C,| a la dimension r0 — i ; en rapportant
projectivement ses courbes aux hyperplans d’'un espace
linéaire a rl — 1 dimensions, on obtient une surface P,
projectivement identique a la projection de O a partir de
Al sur un hyperplan. Aux domaines des points A2, B3
correspondent respectivement sur une cubique a3
et une conique Le point Al est quintuple pour la
surface O, le cone tangent se décomposant en un cone
cubique et un coéne quadratique.

Les sections hyperplanes r'n de Ot sont de genre
tt 4 et la surface est d’'ordre n — 5. La formule de
Zeuthen, appliquée a la correspondance entre une courbe
r,, et une courbe Cd6 homologues, donne une vérification.

4. Les courbes C, ont en A un point multiple d’ordre 7,
deux tangentes coincident avec ar et cinq avec a3

Aux courbes C, correspondent sur O des courbes r"
découpées par les hyperplans passant par un point Ab
de cette surface.

Si le point A6 n’appartenait pas a la courbe a3, le
point Al serait triple pour les courbes Q, ce qui est
impossible. 1l en résulte que les points Al Al sont
doubles pour les courbes Co et que A, appartient & a3

Si le point A6 n'appartenait pas a la courbe /32, le
point B3 serait double pour les courbes Co; il en serait
de méme des points B2, Bi et les courbes C3 rencon-
treraient les courbes Cp en 13 points confondus en A,
ce qui est impossible. Donc Ad appartient a /3 et le
point B3 est simple pour les courbes C6- Le point B? est
nécessairement simple et le point Bt double pour les
courbes Q. Comme celles-ci ont cing tangentes confon-
dues avec a3, il faut que les courbes Co aient encore en
commun trois points simples Bn, B12, B3 infiniment
voisins successifs de Bj.

Rapportons projectivement les courbes Q aux hyper-
plans d’'un espace linéaire a r) — 2 dimensions ; nous
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Lucien Godeaux. — Sur une involution cyclique

obtenons une surface <P} projectivement identique a
la projection de a partir de Ai. Cette surface <P est
d'ordre n— 6 et ses sections hyperplanes r'a sont de
genre n 4. Le point Ai est simple pour la surface O3

Sur la surface <h correspond a a3 une conique que nous
désignerons toujours par a3, a fa une droite fa et au do-
maine du point B13 une droite (exceptionnelle) fa, ren-
contrant la conique a3 et la droite fa chacune en un
point.

5. Les courbes Ci ont la multiplicité huit en A,
sept tangentes coincident avec al et une avec a3. Soient
ri les courbes qui leur correspondent sur <P? ; ces courbes
sont découpées par les hyperplans passant par un point
a,

Les courbes C'i passent nécessairement une fois par
les points B2, B3 Les courbes C'i rencontrent en
un point la droite fa, donc A'i ne se trouve pas sur cette
droite. Par contre, les courbes C'i ne passant pas par
B13, le point Ai se trouve sur fa.

La somme des multiplicités des courbes C'i en Al( A
étant égale a trois, et les courbes L'i rencontrant la
conique a3 en un point au moins, le point Al est simple,
le point Aj double par les courbes C'i et le point Ai
est situé sur a3. Comme il y a sept tangentes a ces courbes
confondues avec alt elles doivent passer simplement
par cing points An, Al2,..., Al infiniment voisins
successifs de Al

Rapportons projectivement les courbes C'i aux hyper-
plans d'un espace k rl — 3 dimensions ; nous obtenons
une surface <P3 projectivement identique a la projection
de la surface O? a partir de Ai. La surface <P} est d'ordre
n—7 et ses sections hyperplanes L'i" sont de genre
tt — 4. Le point Ai est simple pour la surface <P2

Sur la surface a la conique a3 correspond une droite
a3, a la droite fa une droite fa, a la droite fa un point fa
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du onziéme ordre appartenant a une surface algébrique

appartenant a la droite j82. Au domaine du point Al
correspond une droite en.

6. Les courbes C(o' ont la multiplicité 9 en A, une
tangente coincide avec «! et huit avec a3. Les courbes
r{* qui leur correspondent sur O3 sont découpées par
les hyperplans passant par un point AQ.

Les courbes C~ passent nécessairement une fois par
chacun des points Al; A2, par conséquent le point A9
n'appartient pas a a3. Comme les courbes C(Jf ne passent
pas par AlB le point A, appartient a la droite a4

Les courbes C( ne peuvent passer par B3, car la
somme de leurs multiplicités en Bl B2, B3 est égale a
deux. Elles ne peuvent non plus passer par B2, qui n’est
pas uni parfait. Elles passent donc deux fois par B!
et deux fois par chacun des points Blt, B12, B13

Soit O4 une surface dont les sections hyperplanes
correspondent aux courbes C(J et par conséquent
projectivement identique a la projection de <3 a partir
de A3 Cette surface O4 est d'ordre n — 9, ses sections
hyperplanes M4, sont de genre tt— 5 et le point A”
est double pour la surface O3. Ce point coincide avec
le point jS4.

Sur la surface O4 se trouvent une droite a3, une co-
nique 84, homologue du domaine du point B13 et, sur
i84, deux points qui représentent al! et yS2.

7. Les courbes CM ont la multiplicité dix en A, six
tangentes coincident avec ar et quatre avec a3 Les
courbes E[5) qui leur correspondent sur Of sont décou-
pées par les hyperplans passant par un point A(p.

Les courbes en question passent simplement par Al
et par les points Al4, Al2)..., Alb et simplement par les
points Bl Bn, B12, BI13

La surface 05 dont les sections hyperplanes corres-
pondent projectivement aux courbes C” est d'ordre
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Lucien Godeaux. — Sur une involution cyclique

n — 10 et ses sections hyperplanes sont de genre v — 5.
Elle est projectivement identique a la projection Ol
a partir de A(p> et ce point est donc simple pour cette
surface. Le point A'J appartient aux courbes a;, ft.

Sur la surface O5 se trouvent tracées deux droites
ft, a4, qui représentent les domaines des points Al
B13. Le point A coincide avec le point al, qui se trouve
donc sur a3

8. Dans I'étude de la structure du point de diramation
Al de 0, nous rencontrons donc quatre courbes ration-
nelles : a3, ft, ft, al( mais seules les deux premiéres
présentent de I'intérét, car ft et al sont des courbes
exceptionnelles.

Le fait que le point Ao est double pour la surface O3
et que la courbe ft est une conique sur la surface $«
se justifie aisément. Aux courbes AJ\ qui forment un
systeme de dimension r, — 4, correspondent, sur la
surface O! des sections hyperplanes ayant un point
double en A" c'est-a-dire des courbes découpées par
les hyperplanes contenant le plan tangent a Oj en AM
Ce passage impose trois conditions aux hyperplans
et on trouve donc bien sur O4, qol'»-4 courbes A ayant
un point double en A,,, courbes qui correspondent aux
courbes AJL

Sur la surface O, on a

A = A f aj |- ft.

On en conclut que la courbe a3 est de degré — 4 et
la courbe ft de degré — 3.

Il est facile d’établir les relations fonctionnelles liant
les courbes Al; A, homologues sur O des courbes Q, C3,
aux courbes A- On a

11 A =11 A+ a} + 4ft + d,
1A =11 A + 3a3 + ft -M\
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du onziéme ordre appartenant a une surface algébrique

A et A" provenant des autres points de diramation de
la surface O.

9. Nous allons maintenant construire une surface
contenant une involution présentant des points unis de
I’espéce qui vient d’étre étudiée.

Considérons, dans I'espace S9) I’lhomographie H d’équa-
tions

&0 Xp X1 W ¥y
X0 X-j €Xg €7Xg

Appelons O, le point dont toutes les coordonnées sont
nulles sauf x(. L’homographie H posséde trois axes
ponctuels : I'espace O00j... O, et les points 08 09

Considérons la surface F d’équations

XXy = pg, XgXg = pi, XgXg = pg, XgXg = pg,
XgXg — pio, Xg = pu, XJf = pu,

ou pg, pu, pu sont des formes en x0, xlt ..., XI
dont les degrés sont indiqués par les indices.

La surface F est d’ordre 5. 7. 9. 8 10. 11" et I’'homo-
graphie H, qui a la période 11, engendre sur cette sur-
face une involution lu, d’'ordre 11. Les points unis de
cette involution sont les points de rencontre de la surface
avec l'espace OoCh... OT7 : leur nombre est donc égal a
I'ordre de la surface.

Pour obtenir une surface image O de I'involution Iu,
il suffit de projeter la surface F sur I'espace OoCV.. O, a
partir de la droite 0809 On obtient ainsi une surface
dont les équations peuvent s’écrire

B P71 Py Pi Pli
P7 p9 PIli pio Pi Pi

i = pio, Pi = Pi Pli

Pour étudier un point uni de I'involution lu sur F,
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nous pouvons supposer que ce point coincide avec OO,
ce qui revient a supposer que les hypersurfaces (1)
passent toutes par 0,. Nous poserons

Bk = Ik + oo <At = xI°Vu + m,

ou ik, Vu sont des formes linéaires xIt x2,..., x-,. Il suffira
alors de rechercher le céne tangent en O0 a la surface
O, représentée par les équations (2).

L’hyperplan tangent en O0 a [I'hyperquadrique
ol —b10 = 0 est donné par fl0 = 0, et le cone tan-
gent a O en Oo est situé dans cet hyperplan.

L’hypersurface $l$6 —<74n = 0 a un point double
en OO, le cone tangent en ce point se décomposant en
deux hyperplans — 0, =0

La variété a quatre dimensions

bS Bl I 49
B g don 4*1o

a pour cone tangent en O0 le cbne du quatrieme ordre
it i1 £9 s
ir £9 in iio
Il en résulte que le céne tangent a O en O0 se compose
d’'un cobne cubique

it i s
i £7 g9 ¢ — 0 £10—0 £ —0 Vu—0

et d'un cdne quadratique

il —itVil =0.iilo =0, £ =0, i,, =0, In =0,

car I'hypersurface 4>—<®6<pn = 0 a un point double
en OO0, le cobne tangent étant

il—itVu =o.
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du onzieme ordre appartenant a une surface algébrique
Le cbne cubique et le cone quadratique ont en com-
mun la droite
£7 =0, £9 — 0, £En = 0, =0, £0 =0, TH = 0.

La surface 4> est d’'ordre n = 5.7.9.8.10.11 et pos-
sede lin points de diramation qui sont évidemment
tous de méme structure.

Liege, le 27 mars 1948.
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