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GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Sur une surface de rang p n’ayant que des points
de diramation doubles biplanaires,

par Lucien GODEAUX,
Membre de I'Académie.

Dans nos recherches antérieures sur les involutions
cycliques appartenant a une surface algébrique (1),
nous avons rencontré des involutions d’ordre premier
P > 2 ne présentant que des points unis symétriques.
Une surface image d’une telle involution présente, aux
points de diramation, des points doubles biplanaires.
Dans cette note, nous étudions une telle involution
et la surface image. Cet exemple est intéressant par le
fait que nous pouvons former I'équation d’une famille
de surfaces ayant un contact d'ordre p— 1 avec la
surface de rang p, image de linvolution.

1. Considérons, dans un espace linaire S5 a cing di-
mensions, la surface F d’équations
Pl {%0> *T> %2> % =: pi [Xq, %> X2, Xgj,
X& — <& (#0. %i> X3),

ou pl, p2 sont des formes de degré p et p une forme
guadratique, p étant un nombre premier impair.

P) Recherches sur les involutions douées d'un nombre fini de points de coincidence
appartenant a une surface algébrique (Bulletin de 1a Société Math, de France,
1919, pp. 1-16) ; Les involutions cycliques appartenant a une surface algébrique
(Actualités scient, et indust., n° 270 ; Paris, Hermann, 1935).
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Lucien Godeaux. — Sur une surface de rang p

La surface F est transformée en elle-méme par I’ho-
mographie cyclique T, de période p, d’équations

X0 %\ x2 X3 Xsa _ X$
X Xoo % X3 £Xa €2 'Xfo

ou e est une racine primitive d’ordre p de l'unité.

L’homographie T engendre sur F une involution 1,,
d’ordre p, dont nous désignerons par <P une surface
image.

Les axes ponctuels de I’'homographie T sont I'espace
S (xt =x8 =0) et les points O4 (0,0,0,0,1,0) et Of
(0,0,0,0,0,1). Les points 04, O5 n’appartiennent pas a
F, mais l'espace S3 coupe cette surface en 2pl points
qui sont les points unis de I'involution 1.,

La surface € s’obtient en rapportant projectivement
les hyperplans de S5 passant par O4, Of aux plans d’un
espace ordinaire, ou, ce qui est la méme chose, en pro-
jetant F de O4, 05 sur l'espace S3. On obtient ainsi
la surface

P. P — PV = 0,
d’ordre 2 p.

2. Pour étudier les points unis de I, et les points de
diramation de < qui sont tous de méme nature, nous
supposerons que O0 (1, 0, 0, 0, 0, 0) est un de ces points.
Nous poserons

by — xop~l ai + *op“2 4 e + QD
P2 = xP1 + xop~2Pu + e d- Pu,
P = x0yi + y2,

ou les a, p, y sont des formes en xlt x2, x3 dont les degrés
sont indiqués par les indices.
Le plan tangent en O0 a la surface F a pour équations

ai=0, £i=0, yi=0;
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n'ayant que des points de diramation doubles biplanaires

il passe par les points 04, 05 et dans ce plan, T détermine
I’homographie

X0 . = X{ ; ext ; ep~1x5.

Il en résulte que le point O0 est un point non symeé-
trique de linvolution I*. (x)

Sur la surface O, le point de diramation O0 doit étre
un point double biplanaire auquel sont infiniment voi-

sins successifs ~ (p—2) points doubles biplanaires dont

le dernier est ordinaire.
L’équation de la surface O s'écrit

[K-l  + «T*a. + (x*-1ft + *-*j8 + ..)
— (X0 Yi + ya)p = 0.

Le point O0 est bien double biplanaire, les plans
tangents en ce point étant a! = 0, /St = 0.

Pour étudier la singularité au point OO0, passons aux
coordonnées non homogenes en posant

Xe— 1, Xi—Xt x%—y, Xg—1z2
et supposons, ce qui ne restreint pas la généralité,
ai =X, ft=y.
Effectuons la transformation
X=Xz'"vy =y7, z—17" (1)

Nous obtenons, aprés suppression du facteur z! et
des accents,

(X + *a2 + ..) (y + zft fi ...)—zp-a(yl + zyt> = 0,

(*) Sur les surfaces représentant les involutions planes engendrées par des homo-
graphies (Mémoires de la Société des Sciences de Liege, 1930, 1931);
Sur les points unis symétriques des involutions cycliques appartenant a une surface
algébrique (Rivista de I’'Universitad de Tucuman, 1910).
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Lucien Godeaux. — Sur une surface de rang p

ou l'on a
a =a2xy, 1), 0, =**vy 1), vyl =y{x vy, 1),
yl = y2x, y, 1).
Cette surface posséde a Il'origine un point double
biplanaire, les plans tangents étant
x—za20, 0, 1) =0, y—z/320, 0, 1) =0.

Effectuons un changement de coordonnées de maniére
a prendre ces plans pour nouveaux plans x = 0, y = 0.
L’équation de la surface s’écrira sous la forme

[x+ai{x, y,z) + ..){y +/8i(X Yy, z) + e
—Zp~2(yd + y'i + y'iy — 0.
En opérant sur cette surface la transformation (1),

on trouvera de nouveau une surface ayant a l'origine
un point double biplanaire, et ainsi de suite. Le procédé

s'arrétera apres 1 (b — 1) opérations. On obtiendra

alors une surface d’équation
x+za + )y +zpl + ...) —z(Y0 + yx +y)* =0,

ayant un point simple a l'origine.
Conformément a la théorie, la surface O a donc au

|
point O0 une suite de 1 (p — 1) points doubles bipla-

naires infiniment voisins successifs, dont le dernier est
ordinaire.

3. Deésignons par | C | le systeme des sections hyper-
planes de F. Ce systeme contient trois systemes li-
néaires partiels appartenant a I'involution 1,,

Le premier, |Q |, est découpé par les hyperplans
passant par 04, 05. Il a pour homologue sur <P le systéeme
des sections planes | | de cette surface.

Le second, | Ca|, se compose d’'une seule courbe, décou-
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n‘ayant que des points de diramation doubles biplanaires

pée par 1| hyperplan xt = 0. Cette courbe a pour homo-
logue, sur O, la courbe r2 d'équations

& =0 ¢ =0,

le long de laquelle, conformément a la théorie, la sur-
face fa = 0 a un contact d’'ordre p - 1 avec la surface O.
Cette courbe passe par les points de diramation

fa=0 fa=0 p=0.

Le troisieme systeme, |C,|, est également composé
d une seule courbe, découpée par I'’hyperplan x6 = 0.
A cette courbe correspond sur O la courbe r8, d’égquations

fa=0 <=0,

le long de laquelle la surface fa = 0 a un contact d’ordre
P - 1 avec la surface 0. La courbe T3 passe par les 2p!
points de diramation de la surface O.

4. Considérons maintenant le systeme linéaire dé-
coupé sur F par les hypersurfaces

yxL! + xLixlfa + xL2xrifa + ... !

oulonaposé p=2v+ 1etou lesd sont des formes a
coefficients variables en x0, xu X2, x3, dont les degrés
sont indiquées par les indices.

Ce systeme linéaire, que nous désignerons par |D |,
est transformé en lui-méme par I’homographie T et il
lui correspond, sur O, un systeme linéaire complet \A\.

En multipliant les deux membres de I'équation (1)
par xt, on voit gu'une courbe A est découpée, sur O,
en dehors de la courbe r2, par la surface

yfa + fafa + fa-ifa + ... + fa-*+ifak_t
+ ... ~B>pv-2 — 0.
Elevons les deux membres de I'équation (1) a la
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Lucien Godeaux. — Sur une surface de rang p

puissance p. En tenant compte des équations de F, on a

+ A-1N-L W+ L+ A (D #-L + ..
+ A(ON-1 + + (i) &)
+ ... + (f2ifil-2 = 0,

ou I'on a posé
O = {vlpl - ... + pv k+1*p2k-1 + eee 4" <E<Pp-2-

D’apres la théorie, la surface (3) doit avoir un contact
d'ordre p — 1 avec la surface O le long de la courbe A.

Supposons que, dans I’équation (3), A varie et cher-
chons I'enveloppe de la famille de surfaces ainsi obtenue.

La dérivée par rapport a A de I'équation (3) est

PWn + Trl=o.

Par conséquent, la racine A donnée par I'équation (2)
est multiple d’ordre p pour I'équation (2), lorsque cette
valeur de A satisfait a cette équation, c'est-a-dire lorsque
l'on a

y* - #HHH - + oo
—  (P2lp-2 — 0.

Le premier membre de cette équation est divisible
par p* — (PL(f)z, donc la surface (3) a bien un contact
d'ordre p - 1 avec la surface O le long d’une courbe A.

5. La surface O, d'ordre 2p, possede comme seules
singularités les 2p* points doubles de diramation, par
conséquent le systeme canonique de O est découpé
sur cette surface par les surfaces d’ordre 2p — 4. On a
donc

P.=P. = (Vv), Pw=20*2p - 4Y + 1
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n'ayant que des points de diramation doubles biplanaires

Les genres de F sont donnés par
12[pa + 1) = 12p{p'a + 1) — 2p*{p* - 1),
pu-1=p((PU-1I.
On a donc
pa =p ~ 1)(7P3 - 17pl + 6p + 6),
pu = 2p3 (2p - 47 + 1

Liége, le 26 janvier 1948.

— 121 —



