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SUR LES POINTS UNIS DES HOMOGRAPHIES CYCLIQUES
DU PLAN

par Lucien GODEAUX,
Membre de la Société

Rappelons tout d’abord quelques résultats que nous avons
obtenus sur les involutions cycliques d’ordre premier, n’ayant
quun nombre fini de points de coincidence, appartenant & une
surface algébrique (1).

Soit I une surface algébrique, T une transformation biration-
nelle de période p, p étant un nombre premier impair, de F en soi.
Supposons que l'involution d’ordre p, engendrée sur F par T, ne
posseéde guun nombre fini de points unis. Ces points unis peuvent
étre de deux espéces. Dans le domaine du premier ordre d’un point
uni de premiére espéce, T donne lidentité, tandis que dans le
domaine du premier ordre d’un point uni de seconde espéce,
T donne une involution d’ordre p.

Soit A un point uni de seconde espéce. Dans son domaine du
premier ordre, il posséde deux points unis qui peuvent, & leur tour,
étre de premiére ou de seconde espéce (La répartition des points
unis en deux especes se transporte sans difficulté aux points unis
fictifs des domaines des différents ordres de A). Chacun de ces
points unis, §’il est de seconde espéce, posséde dans son domaine
du premier ordre, c’est-d-dire dans le domaine du second ordre
de A, deux points unis. it aussi de suite. Le point A est le pied
d’une sorte d’arbre dont chaque neeud est un point uni origine de
deux rameaux §7il est de seconde espéce, ou termine la branche
s’il est uni de premiére espéce.

Considérons maintenant un systéme linéaire IC , dépourvu de
points-base, dont chaque courbe est transformée en elle-méme
par T (En d’autres termes, ! C ] est composé au moyen de I'involu-
tion engendrée sur F par T). Les courbes C passant par A acquitrent
une certaine multiplicité en ce point et passent par un certain
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nombre de points fictifs, unis pour T, formant des chaines ayant
pour origine A. Les derniers points de ces chaines sont unis de
premiére espéce et nous avons démontré que leur nombre était au
moins égal & deux et au plus & quatre.

L’exemple le plus simple d’une involution cyclique appartenant
& une surface algébrique et n’ayant quun nombre fini de points
unis est donné lorsque F est un plan et T une homographie cyclique
non homologique. Tl y a alors trois points unis de seconde espéce (2).
Dans ce cas on peut prendre pour systéme ‘Cl le systéme des
courbes d’ordre p satisfaisant aux conditions indiquées et utiliser les
transformations quadratiques pour étudier les singularités des
courbes C passant par un point uni en ce point. Il nous a paru
intéressent de rechercher une démonstration directe du théoréme
rappelé ci-dessus, & savoir que les courbes C passant par un point
uni ont en commun, dans les domaines de celui-ci, deux, trois ou
quatre points unis de premiére espece. C’est Pobjet de cette note.

1. Soit p un nombre premier impair et ¢ une racine primitive
d’ordre p de l'unité. Considérons I’homographie H, cyclique de

période p,
R P AN
Ty Ty @y

ol o est un entier compris entre 1 et p. Les points unis de cette
homographie sont les sommets du triangle de référence ; nous nous
attacherons & 1 étude de la structure du point uni O,(x, = z, = 0).
Ce point est uni de seconde espéce et les points unis infiniment
voisins sont situées sur les droites z, = 0, z, = 0. Pour les faire
apparaitre, mnous utiliserons les transformations quadratiques
suivantes :

La premisre transformation, que nous désignerons par T,, a

pour équations
2 . .
X5 gk, x2903>
Xy Xy Xy /,

elle fait correspondre au point uni infiniment voisin de O, sur
¥y = 0 le point x, = x; = 0. Son inverse a pour équations

@z, X x1m3>
Ly Ty %3 /,
elle transforme "homographie H dans ’homographie

x ex, e lm,
X, @, @y .
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On voit que si « est supérieur & 2, le point uni infiniment voisin
de Oy sur z; == 0 est uni de seconde espéce ; il est uni de premicre
espéce si o = 2, 'homographie précédente étant alors homologique.

La seconde transformation, T,, a pour équations

2
<951 Lok x1x3>
Ty Ty Xy
et fait correspondre au point infiniment voisin de O; sur z, = 0 le

point xy = x, = 0.
Liinverse de T est

<9c1x3 XXy X5

Ly Lo x3>,

de sorte que T, transforme 1’homographie H dans I’homographie
x, Pty iy
<x1 Zy Xy >

Le point uni infiniment voisin de O, sur z, = 0 n’est de premiére
1
espéce que si o = 5 (p — 1).

2. Nous allons maintenant former I’équation des courbes C,
d’ordre p, formant un systéme linéaire.sans points-base, composé
au moyen de I'involution d’ordre p engendrée par 'homographie H.
Dans cette équation se trouvent les termes a7, 23, 2%, donc lorsque
Pon applique & un terme de I’équation ’homographie H, il se
reproduit multiplié par ° = 1. Nous appelerons courbes C les
courbes dans I'équation desquelles le terme 27 manque. Ce qui nous
intéresse en effet ¢’est le systéme linéaire de courbes passant par le
point uni 0,(1,0,0).

Nous poserons

p=ax + h, h<<a).
L’équation des courbes C comprend des termes de la forme
o iadat,
¢+ ak =0, (mod. p)
Lorsque 4 - ak = p, on trouve une suite de termes
2)\1”}717——(@ +h)-t(ocv~1)xz +tocx§—t’ ( 1 )
(t=12,..., ).

Plus généralement, si nous désignons par m, le plus grand entier

satisfaisant & I'inégalité
rh > myo,

99




Péquation des courbes C comprend les termes
> - x{)—r(u R+ (m,,——l)(oc~1)x12'lz-(m7-t)ocx§a + Myt (2)
(t=1,2,...).
Naturellement, ces termes sont de degré p et on doit avoir
r@ 4 ) — (e — ) (x — 1) <p,
c’est-a-dire
(@ —1(a+m—1)— (r—1)(a -+ h)>0.

Observons que 1’on peut avoir 5 4- ak — ap ; on a alors ¢ = 0,

k=1, r =« et le terme correspondant est 2B,

Nous poserons dans la suite
e P (@A Byt o—1) 1 (=)ot 7l - 1,
LT,t - xl r x2 7 x3 T,

Considérons deux termes consécutifs L, Ly, 414 de la suite (1).
Les exposants de x; dans ces termes sont

p—(@+h) —ta—1),p—(a-+h) — (t+1)(«—1).
Le premier est supérieur au second, done dans la suite (1), les
exposants de 2; vont en décroissant lorsque ¢ croft.
Considérons de méme les exposants de x; dans deux termes con-
sécutifs L, ,, L, ;. de la suite (2), ¢’est-a-dire

p—r(a+h)4(m,—t)(a—1), p—r(at+h)+(m,—t—1)(a—1).

Actuellement aussi, le premier de ces nombres est supérieur au
second, donc, dans la suite (2), les exposants de x; vont en décrois-
sant lorsque ¢ croit.

3. Considérons les termes L, , Ly g5-. Ly g,... Les nombres m,
sont les plus grands entiers satisfaisant aux inégalités

b > mya, 2h > my,..., rh > mye.

On a m,; = 0 et sous cette condition, la suite (1) se déduit de la
suite (2) en faisant r = 1.

Il existe certainement un entier positif p tel que

(p — Db < a, ph > .

puisque & << o. On a alors my = my = ... — My q =0, m, =1,
PWIS Moy == oo = Mgy = 1, 1My, 5 = 0 0u 1, m,, = 2. Et ainsi de
suite.

On en conclut que la suite des nombres My, Mg, .. est non décrois-
sante.

Formons la différence entre Pexposant de #, dans L, , et expo-
sant de x; dans L, ;. Nous aurons

p—(ath)—[p—rla-t-h)+mm(e—1)]=(r~1)a+h)—ma—1).  (3)
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Nous supposerons dans la suite
«—1>a-+h
I’hypothése inverse sera examinée plus loin.
Dans ces conditions, il existe un nombre entier « tel que

(o —1)(a+ 5 <a—1<ol@t h).

On en conclut que 'expression (3) est positive si

r—1
My < e
o — 1
et négative si
r—1
My > ———e (4)
®

Dans ce dernier cas, 'exposant de x, dans L, , est supérieur & celui
de »; dans L, ,.

Considérons les deux termes L, 4, Ls, et formons la différence
entre les exposants de x; dans le premier et le second terme. Cela

donne
p —r(a + k) + mela — 1) — [p — s(a — k) — ms{a — 1}] =
(s — r)(@-+h) — (ms — mr(e — 1). (8)
Nous supposerons s > r. L’expression (5) est positive si
‘ §—r
ow—1

3

Mg < My +

négative si
§—r

ms > My

Dans le premier cas, I'exposant de x; dans L, , est supérieur &
celui de z; dans L; ,. Dans le second cas, ¢’est I'inverse.

On en conclut que si, dans la suite des nombres m,, ms,... on
prend le plus élevé, soit m., et si ce nombre satisfait & I'inégalité (4),
Pexposant de @; dans L_, est supérieur aux exposants de »; dans
tous les autres termes.

4. Eerivons maintenant 'équation des courbes C sous la forme

3 )\H xle—(a + B)—#(o—1) xg + tocxgﬂt
-4 Z?wxi’_f(““z)+(mr"’f)(o"“1>g;72"l"'(mr“i)Txgd+mr——t = 0.
Le terme dont I'exposant de x, est le plus élevé étant

L — xpur(a +2)+m (1) x;h—mTa x'gz + mT’
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le point O; est multiple d’ordre < (a -+ h) — m (o — 1) pour les
courbes C. En ce point, th — m_o tangentes sont confondues avec
Ty =0 et ta 4 m, avec z; = 0,

Opérons la transformation quadrique T,. 11 vient, aprés suppres-
sion du facteur commun 2@+,

% kltx%(pha)—lL——t(a—Z)x(ZmT + (1) (T—1) (e + ]I_').’,Ug”—t

4+ Z)\”x%@—m)——m+(m7~—t)(oc—2)x(21-—¢)(a+h)+(a—l)(mT—mr+t)xga+m,,+t = p.

On vérifie comme plus haut que le terme contenant z, & la plus
haute puissance est le transformé de L, o c’est-a-dire

x219—~m~—m1. xga +my,

Le point (1,0,0) est donc multiple d’ordre ta 4 m_ pour les
courbes précédentes et les tangentes en ce point sont toutes con-
fondues avee z; = 0.

Si Pon désigne par O, le point infiniment voisin de O, sur la
droite 0,0,, on voit que ce point est multiple d’ordre ~a - m,_ pour
les courbes C.

5. Opérons maintenant syr les courbes C I'opération T3, c’est-
a-dire
)l @xz Ty
1 Lo Xy
On obtient
WA 1)(p—-w)~—7z——(a~—7\—1)txéa +h+ (oc——)\)txg——t
+ Z)\Ttx(lx-l- 1)(p—~m)—~4'h+(mr—-t)(a—l——l)xg()\a+}L)ﬁ(nz,.at)(oc—l)xga-i—m7.-t = 0,
Au terme Ly,, correspond le terme

.’L'g.}‘ + ) (p—ra)—th+ M (ot—h~-1) x;(m +I)—m. (o—1) x;a +m

Pour que I'équation de la transformée de C puisse étre divisée
par le facteur

eyl
on doit avoir
M oA = t(0a + h) — m (x — b)),
c¢’est-a-dire
(*—1D0a + b) <m(x —h) (6)

Ecrivons maintenant que P’exposant de z; dans le terme qui
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correspond & L , est supérieur & celui de ; dans le terme corres-
pondant & L, ;. On trouve
(c — 1) [0+ Da -+ by = mfox — % — 1). (M

Désignons par I la plus grande valeur de X satisfaisant & l'inéga-
lité (6). (est aussi la plus petite des valeurs de X satisfaisant &
Vinégalité (7).

Soient 0,5, Osar ..., Os1, Oy 14q..- les points infiniment voisins
successifs de O, dont le premier se trouve sur la droite 0,0,.
Les points Oy, Ogg,..., O 1 sONb multiples d’ordre ta -+ m._ pour les
courbes C.

Posons, dans 'équation de la transformée des courbes G, A = h.
Te terme contenant z; & la plus haute puissance est le transformé
de L, ,, c’est-a-dire

xgl +1)(p—a)+ hx'gbt(oc——l)——(‘r—l)(la + h)xg.

Le point (1,0,0) est multiple d’ordre m (o — A) — (v — 1)
(lo + ) + a pour les courbes considérées. Celles-ci possédent un
point multiple d’ordre a infiniment voisin de (1,0,0) sur x; = 0 et
un point multiple d’ordre m (o — 1) — (v — 1)(la + k) sur la droite
2, = 0, infiniment voisin de (1,0,0) également. Comme le point
0,1, est multiple d’ordre 7o + m._ pour les courbes C, on doit avoir

ta + m, >m (o — 1) (lo + h),
ce qui n’est autre que I'inégalité (7).

Ainsi done, les courbes C ont la multiplicité m. (o0 — A) —
(xr — 1)(la + ) + a en Oy. A ce point sont infiniment voisins dans
une direction le point O,,z,; multiple d’ordre @ et dans une autre
direction, une suite de points infiniment voisins successifs dont le
premier au moins a la multiplicité m (o — D) — (x— 1) (la + h).
Cette suite se termine par un point commun & toutes les courbes C,
uni de premiére espéce.

7. Opérons o — 1 fois la transformation T,. L’équation des
courbes C devient

Thge A Pyl
4+ DIy xi)(a~7'x§r—1)(p—a)»—(m,———t)xgu+m7.—t — 0 ( 8)

Pour ces courbes, le point (1,0,0) est multiple d’ordre ¢ & tan-
gentes variables. On en conclut que les courbes C passent a fois
par les points Oy 14y, Og 14s..-, Ony, ce dernier point étant uni de
premiére espece.

103




Ainsi, dans I’hypothése « — 1 > a 4 A, parmi les branches deg
courbes C d’origine O, et touchant en ce point la droite z, = 0,
il y a @ branches linéaires passant par Oy, Og,..., O, ,_, et un
certain nombre de branches superlinéaires Passant par Oy, O,,,...,
O et par une suite finie de points infiniment voising successifs
de ce dernier point.

7. Reste Thypothése x — 1 < a - A.

Si on se reporte 4 1’équation (3), on constate que m, ayant au
plus la valeur » — I, le second membre est toujours positif, done le
terme de I’équation des courbes C qui a Pexposant de , le plus
élevé est L, .

Cela étant, si Pon exéeute o — 1 fois I'opération T,, on trouve
P'équation (8) et on en conclut que dans Uhypothése o — 1 < g -+ p,
les courbes C passent @ fois par les points Oy, O,,,..., 0, -1, le
dernier étant un point uni de premiere espéce.

Nous voyons done que les branches des courbes C issues de O, et
touchant en ce point x, = 0, Passent par des suites de points
infiniment voisins successifs se terminant par un ou deux points
unis de premiére espéce.

On peut démontrer la méme chose pour les branches des courbes ¢
issues de O, et touchant en ce point la droite z, = 0 (On utilisera la
transformation T; au lieu de T,). Nous avons ainsi établi le théoréme
dont il fut question au début de cette note, dans le cas des involu-
tions cyeliques, d’ordre premier, du plan.

Liége, le 7 décembre 1960.
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