CONGRUENZE W E TRASFORMAZIONI DI GUICHARD

Nota di Lucien Godeaux, a Liegi

Comunicazione fatta il 27 e 28 aprile 1956.

Le mie prime parole saranno per ringraziare il Preside della
Facoltd di Scienze Prof. R. Calapso e i Colleghi della Universita
di Messina. Sono lieto di potere esporre i risultati sulle congruenze
tV ottenuti nel Belgio da A. Demoulin, O. Rozet et da me, qui
in Sicilia, dove ha lavorato il compianto Prof. Pasquale Calapso.
Mi ricordo che, tante volte, il mio amico Demoulin mi ha detto il
grande interesse dei risultati ottenuti da questo eminente matematico.

Nello studio della Geometria proiettiva-differenziale delle su-
perficie, ho sistematicamente utilizzato la rappresentazione dello
spazio rigato sulla iperquadrica di Klein. Sara questo metodo che
utilizzeremo in queste conferenze.

Ad una superficie e associata nello S5 una successione di
Laplace, autopolare rispetto all’ iperquadrica di Klein. Dopo avere
ricordato le propriété delle superficie cosi ottenute, noi conside-
riamo una congruenza W, cioé una congruenza sulle falde focali
della quale le asintotiche si corrispondono. A questa congruenza
sono associate quattro successioni di Laplace nello Sa. Ne dedu-
ciamo varie propriété ed in particolare P esistenza di una succes-
sione di quadriche associata ad ogni retta della congruenza.

Noi consideriamo poi due congruenze tV, che hanno in comune
una falda focale ed anche qui, ne deduciamo P esistenza di una
altra successione di quadriche. Due quadriche di questa successione
erano gié state ottenute da Demoulin.

Bianchi ha chiamato « trasformazione asintotica » e Demoulin
« trasformazione di Guichard » la corrispondenza tra i fuochi delle
rette di una congrueuza W. Utilizzeremo la denominazione di
Demoulin.

Prima di chiudere queste conferenze, daremo qualche breve
indicazione sopra ricerche di Rozet sulle congruenze non W.
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1. — Rammentiaino dapprima qualche propriété delle superficie.
Consideriamo una superficie (x) riferita aile sue asintotiche
u, v. Le coordinate normali di Wilczynski del punto x soddisfano
ad un sistema di equazioni aile derivate parziali, completamente
integrabile,
x20 -(- 26a0l  clx — 0,

X02 + 2a*10 + c2x — 0,

dove a. b, ct, c2 sono funzioni di u,v e dove noi scriviamo cfc
A-f-fegp

invece di ————per maggiore semplicita tipografica.
dul fiv

Sulla iperquadrica di Klein di S5, le tangenti asintotiche aiasl0,
aia0l sono rappresentate dai punti

U—\xX™M\,VV — \xxall
e si ha
Uil 4- 26F = 0. F0l 4- 2aU = 0.

Dunque, U, V sono trasformati Laplace I’'uno dell’altro (Bom-
piani, Tzitzeica) ed appartengono ad uua successione di Laplace

veoovn, e UL u vy, e R L)

di cui ogni punto ¢ il trasformato del precedente nel senso delle u.
Poniamo

hi = — (log. bht h,, «++ fr;_i)u 4“ fri—»
ki— — (log. akt k2 ¢« -\-ki__ 1,

abbiamo
Un — Un+1 4“ Un (loS* frfrl " * * fr")0* Un =hn Un—j,

K° = Vn+| + Vn (log. akl ++1 kn)iO, F? =kn F,_1 .

La successione L e autopolare rispetto a Q: P iperpiano po-

lare di Un ¢
Vu—2 Vn-\Vn Vn+1Vn+iequellodi F, & t/n_2 Un™1UnUn+iUu+ 2.

I piani lInUn+iU,t+i e Fn Fn+l Vn+z sono coniugati rispetto
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a Q e le 8ezioni di Q con questi piani rappresentano le due schiere
rigate di una quadrica Abbiamo cosi una successione di qua-
driche O, N KN , ---,di cui la prima & la quadrica di Lie.

Due quadriche successive di questa successione si toccano in
quattro punti, caratteristici per le due quadriche. Il punto x é
€ caratteristico della quadrica di Lie e conta per quattro. Le qua-
driche <B>, <> hanno in comune un quadrilatero sghembo : il qua-
drilatero di Demoulin.

2. Supponiamo che la superficie (x) sia una falda focale di

una congruenza W di cui (x) & la seconda falda focale. La retta j,
génératrice della congruenza W, & rappresentata sopra Q da un
punto / della retta UV. Si ha

J=\U— pF.

Demoulin ha dimostrato che si pud scegliere il fattore di pro-
porzionalita di X, p in guisa di avere

X0l + 2ap=0, pl0o +26X=0.

Ci06 posto consideriamo uno spazio S8 di cui S5 é I’iperpiano
X,, = 0, poi, in questo spazio, il punto V di cui le coordinate
sono quelle di U e p, ed il punto V di cui le coordinate sono
quelle di V e X. Abbiamo

Clo+ 26F' =0, V'0l--2aUu"—0

ed i punti U’ V appartengono ad una successione di Laplace

di cui ogni punto é il trasformato del precedente nel sensd delle u.

Si vede che t & Is proiezione di L' dal punto 00(0,...,0,1).
Chiamamo J,, il punto di intersezione della retta Un colla
retta Vn e il punto di intersezione delle rette V'n
e Vn—\ P»+« Abbiamo cosi una successione di Laplace

e /). ™/p /L, I—1,..., @

di cui ogni punto é il trasformato del precedente nel senso delle u,
determinata dal punto J che, come si sa, descrive una rete coniu-
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gate alla congruenza (CIV) (Darboux). Se noi poniamo

P» — Pn—i — Pu—i (log. bhl « « , P» —hnp,, i,
An — — X,._j (log. akt « ¢ . Xn = kn Xn_i,
abbiamo

Jn—Pn—1 Vin  JiuVin—i , 3-—n— Xn_i VH  Xn Vn—l.

Alla seconda falda focale () della congruenza W ¢ associata
una successione di Laplace

un,..., U, U, V, Vi, vn, .

circoscritta alla successione J .

Possiamo associare alla congruenza W una quarta successione
di Laplace. L’iperpiano JzJL JJ-\ J_2 rappresenta il coinplesso
lineare osculatore alla congruenza lungo la retta j. Indichiamo con
P il polo di questo iperpiano rispetto a Q. Il punto P genera una
rete coniugata ed appartiene ad una successione di Laplace

PN, PE P, P> P ?

di cui ogni punto ¢ il trasformato del precedente nel senso delle u .

La successione 9* e circoscrittaa L e L. Si vede agevolmente
che il punto P & lintersezione delle rette UU,VV . Pil general-
mente, il punto P,, & Pintersezione delle rette U,—iUn—i,UnUn
ed il punto P_n é I’intersezione delle rette P,,_i Vn—\, VNnV,,. Il
punto PH & il polo, rispetto a Q, dell’ iperpiano /_»_2J-n-l J-n
J J_ nj2 e P-n quello dell”iperpiano 7H_2 Jn-i JnJN+iJ»+2

3. | piani IJndn+IJdn+2 e P_nP_,, tP_,, a sono coniugati ri-
spetto a Q e tagliano questa iperquadrica secondo due coniche che
rappresentano le due scbiere rigate di una quadrica Wn .

Del pari, alla coppia di piani J_nJ_,, iJ—n—ae PnP .+ Pni2
corrUponde una quadrica W—n .

| piani J,3J_t e PI P P_i sono coniugati rispetto a Q e rap-
presentano una quadrica W spezzata nei piani focali della retta ji.
Abbiamo cosi una successione di quadriche
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Si vede agevolmente che due quadriche successive si toccano
in quattro punti che sono caratteristici per le due quadriche.
Nel caso delle quadriche tf, , I si vede che la quadrica W,

tocca le superficie (x), (x) nei fuochi della retta j. Del pari, anche
la quadrica W_0 tocca le stesse superficie negli stessi punti. In am-

bedue i casi, ognuno dei punti [x, X conta per due punti caratte-
ristici di *P0, tp_0.

Osserviamo che alla polarité rispetto al complesso lineare S
osculatore alia congruenza (j) lungo j, corrisponde nello S5 la
omologia armonica di centro P e di iperpiano JsJ4JJ _tJ g. In

questa omologia, i punti Ue U, V e V sono omologhi. | piani
UUI U,, e UU{ U2 che hanno in comune la retta unita J4 J2, sono

omologhi. Anche i piani VVI V2 e VVI V2 sono omologhi. Abbiamo
quindi il teorema di Demoulin: Le quadriche di Lie delle super-

ficie focali (X), (x) di una congruenza W sono polari rispetto al
complesso lineare osculatore alia congruenza.

4. Associamo al punto x di (x) il tetraedro di Elia Cartan,
cioe il tetraedro che ha comme vertici i punti di intersezione delle
direttrici di Wilczynski colla quadrica di Lie. Questi vertici sono
i punti X,y appartenenti alla prima direttrice ed i punti m,n
appartenenti alla seconda. Un punto dello spazio ha coordinate
della forma

ztx 4 z2m -f z3n + z4y .

Rispetto a questo tetraedro, le quadriche hanno per
equazioni

$=z24+27j23=0,
®l—Zl+a*2+Pzl+“PZl— ™ (log VPl (*L *4 +22*3) =0,
dove
a = 2(log. a)« 4 [(log. a)l0]* 4 4(6« 4 c,),

p=—=2(iog. &)« 4 [(log. brr 4 4(0* 4 cs).



Lucien Godeaux

Notiamo che si ha la relazione
a a (log. a2 a)10 r= 6j3 (log. b" j3)01 .
Le quadriche ™~ , W (0, W, , hanuo per equazioni
W0 = X0 + K*7+ P*D + 2ptz2z4 + 2[p2 + H (log. bhtf'ft =0,
W_0 = [x<> 4+ X(**+ az*) +2Xt ™ =4 + 2[XS + X, (log. =0,
Wi = 2ap<D -2[p3 + p2(log. 6*fc*fc,)* + I*.Pi]®
+ 4a[pa+ pl(|og. &fc,)01](z* + az2)-f 4apt(az2z4—z,*3) = 0,
W_, =26X0Oj— 2[X3—(- X2(log. a* ***,)«+ X40J®
+ 46[X8 + X1(log.afcl)10](z| + pz|) + 6fel(*z3z4—z2Zj) = O,
dove
*i — « + (log. a™i)20 + (log. afc,)10 (log. a2 fc4)10 ,
Pi = P + (log. 6/ij)02 + (log. fefcj0l (log. 62 fi,)01 .

Sarebbe meglio di prendere corne tetraedro mobile di riferi-
mento un tetraedro rispetto al quale la superficie (x), (X) giochereb-
bero un ruolo siinmetrico. Osserviamo che il prodotto delle pola-
rité rispetto a WO, \tr_0 ¢ una omografia spéciale di cui i punti
uniti sono i fuochi %, x dij ,i piani uniti i piani focali di j e che
ha due rette unite

(9i)

Xpz, —pXjz2—Xp,z3=0,2zl —0 . tes)

Possiamo prendere corne tetraedro mobile di riferimento il
tetraedro di cui i vertici sono i punti x, x ed gli ulteriori punti di

intersezione di gt, g2 colle quadriche di Lie delle superficie (x) , (x)
rispettivamente. Se poniamo

L = X2 — X[2X, + 2X, (log. a kt)*° + 2X],

M = Hi — V-12P* + 2lii (,0S- 6 ki)0i + Pil)’
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le quadriche WO, hanno per equazioni
= * + w(*I-*S) + *3*/ = o.
Wo=*2+L{?\—*)—n3zd=0,
e le quadriche $, <6,
®=(L-M)zl 22 — LM2\ -zl + (L+M)z3zi = 0,

0= (L-M)BZI-LMz\-z\ + (L+ M)z, 22=0.

5. Consideriamo adesso due congruenze W : (G"), (ji') , avendo
in comune una falda focale (*)¢ Diciamo (x") la seconda focale di
M e (*) quella di (/).

Esistono una infinita di punti della retta d comune ai piani
tangenti aile superficie (x"), (x") ed una infinitd di punti della
retta d' = x' x" che si corrispondono mediante trasformazioni di
Guichard (Bianchi). Se Indichiamo con u, v le asintotiche delle su-
perficie (x), (x"), (x'"), Demoulin ha dimostrato che le tangenti aile
curve u negli punti corrispondenti delle rette d, d' generano una
quadrica Au. Del pari, le tangenti aile curve v negli stessi punti gene-
rano una quadrica A, . Queste quadriche si toccano in quattro punti.

Vogliamo dimostrare che le due quadriche appartengono ad
una successione di quadriche che si toccano in quattro punti, ca-
ratteristici per le quadriche.

Aile superficie (x), (x"), (*") sono associate, al solito, nello
spazio S5, tre successioni di Laplace L,

JUL,... \JULLU*, I, VL,... . =, ()]
oUn,eee UV, U LV VL eee Veee ()
indichiamo con J', J" i punti della retta VV che rappresen-

tano le rette j', j*" e
eelbxm eee )<II I »I—1» *eon J—ni1e*ei (GD)
eee>'/>e * * ¥ ,Jl Sj sAd—15 *" yJ—«, e (d")

le successioni di Laplace determinate dei punti J' ,d".
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Sia ancora
P=D Pt m

PRy e O PLIP iP=Liber  P_nTttt 9"
le successione di Laplace polare di J', J" rispetto a Q.
Le rette J Jx, Jx J del piano UiUV si tagliano in un punto
A e le rette J , J J_x del piano UVVI si tagliano in un punto
B. Quando varia u, le rigate (J Jx), (/ Jx) hanno rispettivamente
come piani tangenti JxJ J—i,J JxJ—\, dunque la tangente in A
alla curva u passa per B. Nello stesso modo, si vede che la tan-
gente in B alla curve v passa per A. Quindi, i punti A, B sono
trasformati di Laplace I’uno dell’altro.
Chiamiamo An I”intersezione delle rette JnJn+i ,JnJn+i e
B,i I’intersezione delle rette /_n_x, Si vede che
il punto A,,-|i e il trasformato di Laplace di An nel senso delle v

e Blt+i quello di B nel senso delle u. Abbiamo dunque una suc-
sione di Laplace

ecee ,An, .oogAX,A)B’ BX’ vee Bn, ) (n)

di cui ogni pnnto ¢ il trasformato del precedente nel senso delle
u. Questa successione e iscritta nelle successioni J°, J".

Chiameremo A'n il polo del iperpiano An_2A,, i/4H An+iA, |2 e
B,, il polo del iperpiano B,, 2 Bn_x BnB,,+\ 5»+?. Questi punti ap-
partengono ad una successione di Laplace

1e-,Bn,1* Bi,B , 4, ee- Ve (u)

di cui ogni punto é il trasformato del precedente nel senso delle
u. (Il punto A' ¢ il polo di A2AIABBI, B' quello di AtA BBIBT,
La successione a' & circoscritta aile successioni 9* , (3"

6. Consideriamo i piani AnA”™ An e AA4+1AE+1. Essi
sono coniugati rispetto a Q e le sezioni di questa iperquadrica con
questi piani rappreseutano le due schiere rigate da una quadrica An

Osserviamo che il piano AnA,_|_i An"™ appartiene agli iperpiani

un 1 Uyl U)I+1 U42 U, 3, F Thneee U 03, U LU *1N1*3i0
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dunque il piano An AMMAN”t non ¢ altro che il piano Fn+i Pn+t"
Nello stesso modo, aile sezioni di Q con i piani Bn Bn\\B, |2

e BaB,,+x B,,_|2 corrispondono le schiere rigate di una quadrica

&-n. Il piano BnBa+l BIl+2 coincide col piano Jn+i C/n+i Un+i«
Abbiamo cosi una successione di quadriche

ceen Ay, v, L AD0AGLA O A O] A T 1 AN e,

Si vede agevolmente che due quadriche successive di questa
successione si toccano in quattro punti che sono caratteristici per
le due quadriche.

7. Fissiamo 1’attenzione sulle quadriche Al e A_O.

La quadrica A0 rappresenta le sezioni di Q con i piani BAAt
e B'A" A\ . Questo ultimo piano coincide col piano VV V". Dunque,
la quadrica A0 contiene le tangenti allé curve v delle superficie
%), (X, (xX™) nei punti x, x', x" e coincide colla quadrica A, di
Demoulin.

Del pari, la quadrica A_o coincide colla quadrica Au di Demoulin.

La retta AB taglia Q in due punti che rappresentano le rette
d, d'. Infatti, ognuno degli spazi a tre dimensioni UiUWi,
UWU VVi,UuuyvVv taglia Q in due piani che rappresentano
rispettivamente le stelle di rette di vertici x, X". X" ed i piani rigati
tangenti aile superficie (x), (x), (X") nei punti x. x, x".

Il punto P', seconda imagine del complesso lineare 0SCu-
latore alla congruenza (j") lungo ji', & I”intersezione delle rette
C/CI', VV. 1l punto P", seconda imagine del complesso lineare

osculatore alla congruenza (jr'*) lungo j*, & I’intersezione delle rette
UuU",VV". Quindi, i piani UVU" e VV'V" hanno in comune la
retta P' P", che taglia Q nei punti che rappresentano le direttrici
r, r della congruenza comune a

Le quadriche A_o, A_0 hanno in comune le quattro rette d, d',
r, r' e si toccano dunque in quattro punti che sono caratteristici
per le due quadriche. Cosi é ritrovato e completato il teorema di
Demoulin.
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8. Tzitzeica e Demoulin hanno chiamalo superficie R una falda
focale comuue a due congruenze W : (y), (y) quando le rette v,
J sono conjugate. Se (X) € una superficie R, nello spazio S5 i punti

J, J imagine delle rette y,y son coniugati rispetto ai punti LI, V.
Abbiamo

J=XU-p V,

con X0l -)- 2ap- O, pl0 -)- 26X = 0, dunque

J = XU + \iVv
e, es9endo p una funzione di u, v, dobbiamo avéré

(pX)01 — 2app =0, (pp)10- 26pX =0,
cioé
(log. pX*)» =0, (log. pp*)» = 0.
Ne deduciamo

(log. X)u — (log. p)»

e possiamo supporre, mediante cambiamento del parametro u e del

parametro v, X =p. Il punti J=. V—V e J— W/ devono sod-
disfare ad equazioni di Laplace.
Abbiamo

Jil = 2(2a6 -|- all) I — 2V (601 — all),
Jt=2(2ab — al) J — 2V(bll - av) .
Dungue perché (x) sia una supeficie U, occorre e basta che si abbia
ald = 601.

Esiete quindi una funzione O(u,t;) taie che a— 0°, b = 010.

Si vede che le reti (J), (J) sono a invarianti eguali, risultato dovuto
a Tzitzeica. Si ha

A=Ut+ U(log. fe)l + 2aV, B=F! + V(log. a)l0 + 2bU

Al0 = 2aB, Bl = 2bA .

La considerazione della successione di quadriche A pud dare
alcuni risultati sulle superficie R.
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9. L’uso della rappresentazione nello spazio Sb pud dare auche
risultati nello studio delle congruenze non W. Questo studio & stato
oggetto di ricerche di O. Rozet.

Colie notazioni del principio, se la congruenze (j) non & W,
si ha

AX0L + 26pjl0+ Nild + 2bXjot

Il punto J soddisfa a quattro equazioni allé derivate parziali
del terzo ordine e le curve u, v, sulla superficie (J), sono carat-
terizzate delle seguente propriété :

I piani osculatore allé curve u nei punti di una curva v toccano
una stessa curva.
I piani osculatore allé curve v nei puuti di una curva u toccano
una stessa curva.

Sulla superficie (¢/), le curve u,v formano una griglia secondo
la denominazione di B. Segre. Rozet ha potuto utilizzare le ricerche
di Bompiani e di B. Segre sulla generalizzazione dei sistemi coniu-
gati. Queste brevi indicazioni mostrano il grande intéresse delle
ricerche di O. Rozet.

Liegi, il 9 marzo 1956.
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