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Quando G. Castelnuovo ricercava le condizione di razionalità 
di una superficie algebrica (pa =p2~ 0), egli e F. Enriques hanno 
costruito superficie non razionali di generi pa=pg — §. Cosi era 
postata la questione di determinare le superficie regolare, non ra- 
zionale, sprovviste di curva canonica. Alcuni esempi hanno stalo 
dati da F. Enriques, da L. Campedelli e da noi (f). Recentemente, 
P. Burniat ha dato nuovi esempi.

Le superficis in questione formano due categorie :
1°) Superficie di cui i sistemi bicanonici e pluricanonici sono 

compnsti con uno fascio di curve ellittiche.
2°) Superficie di cui le curve bicanoniche sono irriducibili.
La prima superficie di Enriques è una superficie del sesto 

ordine passante doppiamente per i spigoli di uno tetraedro. Si ha 
P2 = 1 e la curva bicanonica è di ordine zero. Enriques ha di- 
mostrato che questa superficie era 1’ imagine di uua involuzione 
del secondo ordine, senza punti uniti, appartenente ad una super
ficie di cui tutti i generi sonto uguali a F unité (p„ == = 1).

Nel 1931, abhiamo costruito una superficie di generi pa=.pg— 0, 
P.j = 2, con uno fascio di curve bicanoniche irriducibili. Questa 
superficie è l’immagine di una involuzione ciclica del quinto ordine, 
senza punti uniti, appartenente ad una superficie di generi pa — 
— Pg~ 4. Essa è del settimo ordine ed ha come rette doppie 
tacnodale i spigoli di uno quadrilatero sghembe (e passa sempli- 
cemente per le diagonale di questo quadrilatero). Le curve bica-

(l) i*er 1® bibliografia, vedere il nostro opuscolo Les surfaces algébriques 
non rationnelles de genres arithmétique et géométrique nuis. Actualités scien., 
N° 123 (Paria, Hermann, 1934).
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noniche sono tagliale dalle quadriche passante per le rette del qua- 
drilatero e le curve tricauoniche sono le sezioni piane.

Recentemente, abbiamo potuto dimostrare che una superficie 
di generi con un fascio di curve bicanonicbe irridu-
cibili, è una trasformata birazionale della superficie di cui sopra, 
sotto l’ipotesi cbe le quattro punti-base del fascio bicanonico sono 
distinti (2). II nosciolo della questione è la dimostrazione della esi- 
stenza di una curva sei-canouica che sia formata di tre curve bica- 
uouiche e di due curve tricanonicbe. Vogliamo dare qui un sunto 
della nostra dimostrazione.

1. — Consideriamo una superficie algebrica F, di generi arit- 
metica pa e geometrico pg uguale a zero, con un fascio di curve 
bicanonicbe irriducibili, II genere lineare pW == P2 = 2 e le curve 
bicanonicbe banno dunque il genere quattro e loro fascio ha quattro 
punti-base.

Diciamo | C2 | il fascio bicanonico, | C3 | il sistema tricanonico, 
di dimensione tre, ] C4 | il sistema tetracanonico, di dimensione 
sei, | C6 j il sistema sei-canonico, di dimensione P6 — 1 — 15.

Nel sistema | C4 | , non possono esistere curve riducibili in una 
tricanonica ed in una canonica, ma possono esistere curve riducibili 
in due curve bicanonicbe. Queste curve sono oo2, dunque nel 
sistema | C4 | esistono oc3 curve non riducibili in due curve bica

nonicbe. Diciamo C4 queste curve, esse formano un sistema li

neare | C41 .

Nel sistema C6 \ vi sono curve formate di una curva C\ e di 
una curva C2 . Per quattro punti della superficie F passano quattro 

curve (?4 C2 , dunque la dimensione minima del sistema lineare 

contenente le curve C4 -f- Ct è almeno eguale a cinque. Ne risulta 
che vi sono al più oo9 curve Ce che non sono riducibili in nna curva 

O4 e in una curva C2 . Diciamo C\ queste curve.

Fra le curve Ct sono curve formate di tre curve Cî e curve (*)

(*) Sur les surfaces de genres géométiques et arithmétiques nuis possédant 
un faisceau de courbes bicanoniques irréductibles (Bulletin de l’Académie roy. 
de Belgique. 1958, pp. 718-729).
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formate di curve C3 . Le prime sono oo3, gli altri oo6, quindi esiste 

almeno uua curva Gà riducibile da un lato in tre curve C2, del- 
1’ altro lato in due curva C3 . Diciamo C* questa curva.

2. — L’ esistenza della curva C* non è possibile che se le curve 
Cj e Cj che compongono questa curva sono riducibiii in curve
r4 , Tj............Precisamente, conto tenuto della non-esistenza della
curva canonica, due casi sono possibili.

I9) Esistono sopra F sei curve , Tj ,. . ., T6 . Le tre curve 
bicanoniche sono T, -f- T2 , T3 -f- , T- -\- T6 e le due curve 
tricanonicbe T, + L, + T. , T2 + T4 + f6.

2°) Esistono sopra F quattro curve I\ , T, , Ts . T4 . Le tre eurve 
bicanoniche sono la curva Tj -f- T2 contata due volte e la curva 
r3 —|— . Le due curve tricanonicbe sono 2 T, -(- T3 , 2r„ -)- T4 .

Jn ambidue i due casi, le curve P sono isolate, poichè le curve 
rs sono irriducibili.

3. — Consideriamo il primo caso. Essendo il sistema trica- 
nonico l’aggiunto del sistema |C2|, abbiamo

ri + r2 = r2 + r4 + r6 , r; = r4 + rs
e nello stesse modo.

Se noi diciamo tï; et il genere e il grado di I1,- , n^ il nu
méro dei punti comuni a , abbiamo, dal teorema di Rie-
mann-Rocb,

nt = 7tj — 1

e poi

nU --- n34 --- rt56 = 1, n, + tt2 = n3 + tz4 = n5 + nfl = 4 .

La curva T,- esiste, dunque si ha 7r( 1.
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Da

+ r2 == r3 + r4 = r6 4-r

si tra

Kl — ni3 + nii — + ni6 »

— n!5 "4“ n25 

7r2 — n23 -(- re24 — n25 -)- nS6 ,

»« = «16 +

Di altra parte, abbiamo

2 = nl4 4- n)6, 2n3 — 2 — re23 + re56 , 2n3 - 2 — re25 -f- re45 ,

2 +«23 + «25 » 2n4 — 2 = «44 + «45* 27I6 ~ 2 = «16 + «36 •
Si ne deduce agevolmente nik = 1 , re,- — ] Ttj—2, 
Consideriamo le curve fj -f- f2 , r3 -|- I4 . I quattro punti 

comuni a queste curve eono i punti base di | (?2 | e sono per ipotesi
distinti. Diciamo Aik il punto coinune a Li , £k .

La curva 1’5 -|- T6 passa per questi quattro punti. Suppouiamo 
che f5 passa per Al4 , A23 e re per i punti Al3 , A24 . II gruppo 
Ai3 -)- Au è tagliato sopra Tj dalla curva _T( = _T4 -f X6 èdunque 
un gruppo canonico di Lj . Questo gruppo è anche tagliato dalla 
curva I3 + I5 è un gruppo paracanonico. Abbiamo dunque
un assurdo e la curva _T5 passa per A13 , A24, la curva T6 per A14, 
A 23 ■ Se noi consideriamo il gruppo j4(5-)-A23 sulla curva re, 
abbiamo nello stesso modo un assurdo.

Il primo caso è quindi da escludere.

4. — Nel secondo caso, abbiamo

£[= r2 + r4 , El=£i + £3 , r8= 2T2 , r; = 2rt

e, come nel primo,

n, iti 1 ! re12 : re34 — 1 , 7t, -)- tc2 — ^3 + ^4 — 4 .

La curva £\ = X2 X4 taglia I4 in 2^ — 2 punti, dunque 
la curva L4 taglia in 27t4 — 3. Questo numéro deve essere positivo,

2ni ~

2tc2 —

^3 --- «13 + «23 ---- «35 + «36 ’

— n35 + «45 •

Ui — « 1 4 + «24 = «45 + «46’ 

«36 + «46 •
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dunque 7tt;g;2. Nello stesso modo, si ha 7ts^ 2 e quindi r.l = n2—2. 
Ahbiamo allora n, = n2 — 1, n{i — n23 — oi3 := nn — 1.

La curva I3 — 2 L2 taglia sopra _T3 un gruppo canonico, di 
due punti, quindi si ha 7t:t = 2 e 7t4 — 2.

La considerazione deile sérié tagliate sopra L, , L2 . L3 . L4 ri- 
spettivamenie dei sistemi | 2 L3 | , | 2 X4 | , | T4 -f f4 | , | L3 + T3 | 
mostra cbe questi sistemi coincidono cogli aggiunti [ £[|, | Tj|,| r$ |,|ri|.

Il sistema tricanonico [ C3 | è determinato dalle curve 2X'1-(- rg,
2J,+ r4, 2r3 + T2, 2r4+rt.

5. — Rapportiamo proiettivamente le curve C3 agli piani dello 
spazio e diciamo . <p2 , cp3 , <p4 i piani che corrispondono aile curve 

2I\ + r3,2L2 + r4 , 2L3 + r2,2P4 + l\ . Alla superficie F cor- 
risponde una superficie F' di ordine sette e agli punti comuni aile 
curve I, , La e P3, P, corrispondono rette eccezionali a|2,a34.

Le rette at = (cp4 , <p4), a2 = (cp2 , cp3), fl3 = (<pa , cp,), a4 = («p4 , cp2) 
sono doppie per la superficie F’. Il piano cpt incontra questa su
perficie nella retta doppia at contata due volte, nella retta doppia 

cr3 contata due volte, nella retta doppia a3 e nella retta semplice 
a4a . La retta a4 è dunque retta doppia tacnodale per F', la retta 
doppia infinitamente viciua essendo nel piano cp4.

Le rette doppie a2 , o2 , o4 sono anche doppie tacnodale per 
Fessendo le rette doppie infinitamente vicine rispettivamente nei 
piani cp2,cp.j,cp4.

Se noi prendiamo il tetraedro <pt<p3iy3<p4 come figure di riferi- 

mento, 1’ equazione della superficie F' si scrive

«14*2*4 + «2*2*1*3 + «3* 3*4*1 + «4*1*S*2 +

+ ^1^2 *3 ^4 (61*Ï*2 + 62*2*1 + fe3*3*4 + fe4*4*3 +

+ «1 *2*3*1 + C2*3*4*l + «3*4*1** + C4*l*2*3) = 0 •

Questa superficie è l’immagine della involuzione di ordine 

cinque generata dalla omografia

x\ : xi : *3 : x{ = xL : £3 x2 : e8 x3 : tx4,

dove e è una radice primitiva d’ordine cinque dell’unità, sulla
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superficie

«1*1 + «5*2 + «3*3 + «4*4 -t- «4*4 + 61 *1*4*3 + fc2*Ü*1*4 + 

fe3*!*I*4+ 64*1*1*3 + C1 *2*2*4+ C2*3*4*l + C2*4*l*2 + C4*lTi2*3—0 ‘

I coefficienti al , a2 , a3 , a4 non possono nulli.
Si ha cosi il teorema seguente :

Una superficie algebrica di generi pa = pg =r 0, P2 — 2, con 
curve bicanoniche irriducibili, è birazionalmente équivalente a 
Vimmagine di una involuzione ciclica di ordine cinque, senza punti 
uniti, appartenente ad una superficie di generi pa=pg—4.


