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SUR UNE INVOLUTION RATIONNELLE
APPARTENANT A UNE REGLEE ELLIPTIQUE

par

Lucien Godeaux

Dans cette note, nous nous proposons d’appliquer la théorie
des involutions n’ayant qu’un nombre fini de points unis, apparte-
nant h une surface algébrique (1) a I'’élude d’une involution ra-
tionnelle appartenant a une surface réglée elliptique. Bien que
le probleme que nous nous sommes posé puisse a premiere vue
paraitre élémentaire, il nous fournit | occasion de certains dévelop-
pements qui nous semblent présenter un certain intérét.

Nous aurons a utiliser certains théoremes de Géométrie sur
une surface algébrique; nous renvoyons, pour ces questions, aux
belles Lezioni sulla teoria delle superficie algebriche de M. En-
riques (2).

1. Soit L la cubique plane d'équation

cqgag2aq + a2 x22x3 +ajag2aq=0.

Elle est transformée en elle-méme par I’homographie h de
période trois

/ag eaq e?aq
\ag ag X3

ou e est une racine cubique primitive de I'unité. Cette homogra-

(I) On peut consulter, sur ces questions, notre exposé sur Les involutions
cycliques appartenant a une surface algébrique (Actualités scientifiques et in-
dustrielles, N? 270. Paris, Hermann, 1935).

G) Raccolte dal Dott. L. Campedelli (Padova, Cedam, 1932).
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phie h a comme points unis les sommets Ov 02, O3 du triangle
de référence; elle détermine, sur la courbe L, une involution d’or-
dre trois, rationnelle, ayant trois points unis Ox, 02, O3

Considérons la surface F qui représente les couples de points
non ordonnés, de la courbe L.

A un point P de F correspondent deux points Px, P2 de la
courbe L. Soient P\, P'2 les points que h fait correspondre a
Px, Po et P"v P"2 les points que cette homographie fait corres-
pondre @ P\, P'2. Au couple P\ P2 correspond un point P'
et au couple P'\P"2 un point P" de F. Appelons T la trans-
formation birationnelle de F en soi qui fait correspondre P' a P.
T fait également correspondre P" a P' et P a P". La transfor-
mation ? est hirationnelle de période trois; elle engendre sur F
une involution 13 d’'ordre trois, dont P, P', P" forment un groupe.

Nous désignerons par F' une surface image de I'involution 13,
On sait que F appartient a la classe des réglées elliptiques;
nous demontrerons que la surface F' est rationnelle.

2. Aux couples de points de L comprenant un point fixe R0
correspondent sur F les points d'une courbe elliptique K. Lorsque
le point R0 décrit la courbe L, la courbe K varie dans un
systtme continu, simplement infini, fiv], d’indice deux et de
degré un.

L enveloppe du systéeme {/f] est une courbe KO, dont les
points représent les couples de points de L formés de deux
points confondus.

Aux couples de points de L alignés sur le point R0 couplas
qui appartiennent donc a une série linéaire cj2x, correspondent
sur F les points d une courbe rationnelle H, rencontrant en un
point les courbes K.

Lorsque le point R0 décrit la courbe L, la courbe H décrit
un faisceau elliptique {H}.

Soit maintenant R un point du plan de L, n’appartenant pas
a cette courbe. Aux couples de points de L alignés sur R corres-
pondent sur F les points d'une courbe C. Chaque droite passant
par R coupe L en trois points se répartissant en trois couples
auxquels correspondent sur C trois points. Ces points engen-
drent sur C une série linéaire g3x. Les points doubles de cette série
correspondent aux tangentes a L menées par R; la série possede
donc six points doubles et si x est le genre de C, on a
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2(3 +* —1) =6,

d'ou x—1. La courbe C est donc elliptique.
Les courbes C forment un réseau |C|, de degré trois et Ce
réseau est complet. Observons en effet que I'on a

C-K+H,

la dégénérescence de la courbe C ayant lieu lorsque le point R
appartient a la courbe L. Sur une courbe K, les courbes C dé-
coupent une série linéaire g.A el elle3 rencontrent une courbe H
en un seul point. Il ne peut exister qu’une courbe H déterminée,
par conséquent |C| ne peut avoir une dimension supérieure a
deux.

3. Désignons par Kv K2, /v3 les courbes K correspondant
aux points Ov 02, O3 de L, unis pour I’'homographie h. Soient
Ht, H2, H3 les courbes H associées a Kv K2, K3. Chacune de ces
six courbes est transformée en elle-méme par T.

L’involution /3 posséde six points unis: les point A23 A3l
AlL2, représentant respectivement les couples 0203, 0301( (+0,, et
les points An, A22, A33 représentant respectivement les points
Ov 02, 03 comptés chacun deux fois.

Les points Au, A22, A33 sont les points de contact des cour-
bes Kv 1(2, 13 avec I'enveloppe 1i0 de [K], Les points A23 A3l
Al12 sont les points d’intersections des couples de courbes A? et
Ks, K3 et Kv Kl et K2

Considérons la courbe Hv représentant la série p,1 découpée
sur L par les droites passant par Ov La droite 03 est tan-
gente a L au point Ov donc le point A3l appartient a la courbe
Hv D'autre part, la droite Ol O2 touche L au point O2, donc la
courbe H! rencontre la courbe K2 au point A22,

De méme, la courbe H2 passe par les points Al2 et A33; la
courbe li3 passe par les points A23 et All

Dans le domaine du premier ordre du point A23, T opére
comme une homographie ou, si I'on préfére, T détermine une
homographie dans le faisceau des tangentes a F au point A23
La courbe H3 ne peut toucher en ce point I'une des courbes
Ko, K3, car les courbes H rencontrent les courbes K en un seul
point. Par conséquent les tangentes aux courbes K2, K3, H3 en

«
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A23 sont unies pour I'homographie en question et cette homo-
graphie est l'identité.

Il en résulte que les points infiniment voisins de A23 sur F
sont unis pour T, c’est-a-dire que le point A23 est, suivant notre
terminologie, un point uni parfait.

Il en est de méme des points ASL et Al2,

4. Considérons maintenant le point A1V Dans le faisceau des
tangentes a F en ce point, T détermine une homographie de pé-
riode trois, dont nous connaissons deux tangentes unies: la
tangente commune aux courbes Kx, K0 et la tangente a la courbe
H3. Ces deux droites sont distinctes, car la courbe H3, ne rencon-
trant les courbes K gu’en un point, ne peut étre tangente a Kv

Envisageons les courbes C relatives aux points R de la droite
OL 03. La droite O1 03 touche L en Ox, donc la courbe C relative
a un point R distinct de Ov O3, passe par le point An—sans y
toucher ni Kx, ni H3—et par le point A23 ou elle touche K3,
Lorsque le point R varie sur la droite Ox O3, la courbe C décrit
un faisceau déterminé dans le réseau |C| par les courbes K{-4- Hx,
K3-\-H3. Ce faisceau est transformé en lui-méme par T. Si le
point Au était uni parfait pour /3, une de ces courbes C et ses
transformées par T se toucheraient en An. Mais cela est impos-
sible, car |C| est de degré trois et toutes les courbes C du faisceau
envisagé touchent Ks en A23. Il en résulte que le point Alt est
un point uni non parfait.

Il en est de méme des points A22, A33.

Ainsi: L’involution 13 posséde trois points unis parfaits A23,
A3x, /112 et trois points unis non parfaits An, A22, A33.

5. Pour construire un modele projectif de I'image F' de
['involution 13, partons du réseau |C|. Ce réseau est transformé en
lui-méme par T et contient trois courbes transformées en elles-
mémes par T; ce sont les courbes Kx-f- Hv 1i2-)- H2, K3-f- Hs.

A une courbe C correspond sur F' une courbe C', elliptique,
possédant trois points doubles, homologues des couples de points
de la courbe C qui appartiennent a des groupes de I'involution 13.
Lorsque la courbe C varie, la courbe C et ses trois points doubles
varient; elle engendre précisément un systéme continu rationnel
(C} de genre virtuel quatre et dont la dimension est deux. Ce
systéme appartient totalement a un systéme linéaire |C'| de genre
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guatre et dont la dimension est au moins égale a trois. Ce
systeme |C'| a pour homologue sur F un systeme linéaire ap-
partenant au systeme |3C| et par conséquent il a le degré neuf.

Rapportons projectivement les courbes C aux hyperplans
d'un espace linéaire Sr a r dimensions, r étant la dimension du
systeme |C'|. A la surface F' correspond birationnellement une
surface d'ordre neuf, a sections hyperplanes de genre quatre, que
nous contmuerons a designer par F'.

Aux points unis de Z3 correspondent sur F' des points de di-
ramation isolés qui sont, comme nous I’avons établi ailleurs:

1) Trois points triples A'23, A'31, A"\2, homologues des points
unis A23, A3l, Al2. En chacun de ces points, le cone tangent a
la surface est rationnel.

2) Trois points doubles biplanaires ordinaires A'n, A'22, A'33,
homologues des points unis Au, A22, A33

Les courbes C rencontrent les courbes K en des groupes de
deux points et par suite les courbes 3C rencontrent K1 en des
groupes de six points; a la courbe Kl correspond donc sur F'
une conique K\ passant par les points A'u, A'3l, A'l2

La courbe est rencontrée en trois points par les courbes
3C, donc a correspond sur F' une droite H\ joignant les
points A'22 et A'3t

De méme, a la courbe K2 correspond sur F' une conique I\'2
passant par les points A2, A23. A'12 et a la cojurbe K3 une
conique K'3 passant par les points A'33, A'3l, A'23,

A la courbe 112 correspond une droite //2 joignant les points
A3 et A\2; a la courbe L/3 correspond une droite H'3 joignant
les points A'n et A23,

Nous avons vu qu'a une courbe C correspond une section hy-
perplane C' de F' possédant trois points doubles, donc faite par
un byperplan tangent en trois points & la surface. Lorsque la
courbe C varie d’'une maniére continue dans |C| et tend vers la
courbe K1JrH1, la courbe C tend vers la courbe K'1-\-H\
comptée trois fois. Par conséquent, il existe un hyperplan oscu-
lant F' le long de la courbe K\ + H'v

De méme, il existe des hyperplans osculant F' le long de
chacune des courbes K2 +H'2, K'3-\-H'3.

6. On sait que la surface F appartient a la classe des réglées
elliptiques (C. Segre). Nous allons démontrer que la surface F'
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est rationnelle. Dans ce but, il nous suffira de démontrer que la
surface F' contient un faisceau linéaire de courbes rationnelles.

Rappelons que les courbes H forment sur F un faisceau ellip-
tique. A une courbe Il correspond sur F' une courbe rationnelle
/' et inversement, & cette courbe H' correspondent sur F la cour-
be H et ses transformées par T et T2. Lorsque la courbe Il varie,
la courbe H' décrit un faisceau. Ce faisceau est linéaire, car les
les groupes de trois courbes H qui correspondent aux courbes II'
forment, dans le faisceau elliptique [H], une involution d’ordre
trois ayant trois éléments unis: les courbes H1, 113, et par
conséquent cette involution est rationnelle.

Ainsi donc, F' posséde un faisceau linéaire \H'\ de courbes
rationnelles et par conséquent est rationnelle (Noether).

Les courbes H' sont des cubiques gauches, car les courbes
3C rencontrent une courbe Il en trois points. Dans le faisceau
\H\ se trouvent trois courbes H'v H™, II\ formées de droites
comptées chacune trois fois.

On peut également démontrer la rationnalité de F' par une
autre voie.

Tout d'abord, si F' possédait une courbe bicanonique, la
transformée de celle-ci sur F serait une courbe bicanonique de
cette surface, ce qui est impossible. Donc la surface F' a le
bigenre P2—0.

D’autre part, entre le genre arithmétique p, de F et celui p'a
de F', nous avons démontré que l'on a la relation

12 (p,i +1) =33 (p'a4-1) —4a— 83,
a étant le nombre de points unis parfaits, [3 le nombre de points
unis non parfaits. Actuellement, on a pa——1, a=|3=:3, donc
P'a=0.

La surface F' ayant les caractéres pa=P2=0, est rationnelle
(Castelnuovo).

7. Observons qu'a la courbe
Fi4-K2H-K3-T  -f-H.-f- 113

qui appartient au systeme j3C|, correspond sur F' une section hy-
perplane, formée des courbes K'v K'2, K\, H\, H'2 112 L’hy-
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perplan contenant ces courbes passe par les six points de dirama-
tion A'23, A'3l, A'12, A’'lV A'22, A'33. Par conséquent, la dimen-
sion de cet hyperplan est au moin égale a cing et I'espace conte-
nant F' a la dimensions ri> 6.

D’autre part, le systtme ]C'| des sections hyperplanes de F'
a le degré 9, le genre 4 et par conséquent la dimensions r<;6.
On a donc r =6.

La surface F', d’ordre 9, & sections hyperplanes de genre 4,
est normale dans un espace a six dimensions. Elle possede
trois points triples, & cone langent rationnel, et trois points dou-
bles biplanaires ordinaires.

8. Chacun des points triples A23, A'3l, A'12 est équivalent,
au point de vue des transformations birationnelles, a une courbe
rationnelle de degré —3. Nous désignerons respectivement par
Yi, y2, y3 ces courbes.

Chacun des points doubles biplanaires ordinaires A'n, A2,
A'33 est équivalent a deux courbes rationnelles de degré —2, se
coupant en un point. Nous désignerons par ytl, y:2 “es courbes
équivalentes au point Ai(. D'une maniére précise, nous avons
établi que ces courbes correspondent aux points unis pour T3, in-
finiment voisins du point uni correspondant. Nous supposerons
gue la courbe yu correspond au point uni de 13 infiniment voisin
de An sur les courbes KO, Kx et que la courbe y12 correspond au
point uni de 13 infiniment voisin de An sur la courbe Hs. Nous
utiliserons des notations analogues, obtenues par permutation tour-
nante, pour les autres points.

Cela étant, nous avons les relations fonctionnelles

cC'~-3 - H'jf) 4- 2yn + Y12 + T21 + 2y22 + 13 + 2y2,
C'~3 (K2 + FI.) + 2y2l + y22 + y3i + 2y + Yi + 2y3,
C'—3 (K'3+ H'3) + 2y3l + y32 + Yu + 2y12 + y2 + 2yi-

Pour établir la premiére de ces relations, par exemple,
remarquons que sur F, la courbe Kx+ H, passe une fois par le
point Al2, deux fois par le point A3l, une fois par le point Atl
et une fois par le point A32 sans toucher en ce point la courbe K2
Par conséquent sur F', la courbe K\ -\- H\ rencontre en un point
la courbe y3, en deux points la courbe y2, en un point la courbe
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Yh sans rencontrer la courbe y12, en un point la courbe y22 sans
rencontrer la courbe y21.

Puisqu’il y a un hyperplan osculant F' le long cle la courbe
K\ + H\, nous avons

C'=3 (K\ + H\) +AnYIl + 712112 + 721121 +X22 122~"2 12*73 13-

Exprimons que la courbe yn coupe K\+ H\ en un point,
mais que Yis ne rencontre pas cette courbe. Nous avons

3—2Xn+X12=0, Xu—2X12=0,

dou Xu=2, X2=1.

On trouve de méme X21=1,X22=2.

Exprimons que Y2 coupe K\-j- H\ en deux points et Y3 en
un point; on a

6—3X2=0, 3—3X3=0

dou X2=2, X3=1.
Les autres relations s'obtiennent de la méme maniére, ou
par parmutation tournante.

9.Désignons pour simplifier par |D| le systeme |3Cj. Aux
courbes C correspondent, comme on I'a vu, des courbes du syste-
me |Z)|, formant: un systtme de dimension six, que nous désig-
nerons par |D1lL

Le réseau |C| est un systéme régulier, i! an est donc de
méme du systtme |D|=|3C]| et ce systéeme a la dimension 17.
Il a d’autre part le degré 27 et le genre 10.

Observons que T opére, sur le réseau |C|, dont les courbes
sont considérées comme éléments, comme une homographie de
période trois, car a une courbe C, T fait correspondre une courbe
C et a un faisceau de courbes G, un faisceau de courbes G. Cette
homographie posséde trois éléments unis, les courbes
/12-f//2, K3-\-Hs, n’appartenant pas a un méme faisceau, donc
cette homographie est non homologique.

On peut donc attacher & chacune des courbes unies Kl + Illt
K9-r 112, Iv34-//3, respectivement les nombres 1, e, €2, ou s est
mie racine cubique primitive de ! unité.

Cela étant, les courbes



209 —

3 (Mi-j-1?71) 3 (A2-}-/12), 3(AI+//3),
Ai 4- K2 f- K3+ Ht + H2 + H3

appartiennent, comme nous l'avons vu, au systeme IDJ, auquel
est attaché le nombre 1.
Considérons les courbes

2 (KL+/1j) + K2-- 112, 2 (K2 - H2) + K3 -f H3,
2 (A3 + H3) - Kx + Hv

auxquelles est attaché le nombre e. Ces courbes appartiennent
au systeme |D|; elles déterminent dans ce systeme un réseau
que nous désignerons par |D2j. On voit aisément que les cour-
bes D2 passent simplement par les points A23, A3l, A2, Au, A2,
A33. En Au, elles touchant H3, en A22, elles touchent HL et en
A33, elles touchent H2.

Les courbes D2 sont transformées en elles-mémes par T et
le réseau |2>2| appartient donc & I'involution 13. Il lui correspond
sur F' un réseau \D'2/ de courbes d'ordre neuf.

A une courbe de \D\, non transformée en elle-méme par F,
correspond sur F' une courbe D' variable dans un systeme li-
néaire. Lorsque D varie d’une maniére continue dans \D\ et tend
vers une courbe DIt la courbe D' tend vers une courbe de |3C'|.
Lorsque D tend vers une courbe D2. D' tend vers une courbe 3D"2.
On a donc

3C' s 3D 4- X1yl -f X2y2 4-X3y3 - Xxlyu + i2(i2 +
4" 71121 + 722122 + ~3131 + "32T32-

En tenant compte du fait que la courbe D2 rencontre en un
point chacune des courbes yx, y2. y3, y12, y22, 132> on trouve faci-
lement la relation fonctionnelle

3C's3D'24-y1-)-y2-j-y3 4-yN4- 121 + T31 + 2 (yi2 + T2 + "32)-

Projectivement, cela signifie que le long de chacune des
courbes D2, il y a une hypersurface cubique osculant la sur-
face F'.

Le réseau |D'2| est de degré six et, par la formule de Zeu-
then, de genre deux.
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10. Envisageons maintenant, dans \D\, le réseau, appartenant
a l'involution 13, déterminé par les courbes

2 (KL Hf) +-K3F-//3 2 (K2+H2) -f +HV
2 ("3 +N3) + /241>

auxquelles est attaché le nombre e2

Ces courbes D3 ont des points doubles en A23, AiV /tl2 et
passent simplement par les points ALV A22, A33 en y touchant
respectivement Kv li2, K3

Si nous désignons par D'3 les courbes qui, sur F', corres-
pondent aux courbes D3, on obtient, en raisonnant comme tantot,
la relation fonctionnelle

3C'=z3D's + 2 (yx -fy2-(-y3) +2 (T11 + 12i + T3i) +Y11 + T22 + 132-

Le réseau |Z2)'3| a le degré trois et, en utilisant la formule
de Zeuthen, on voit que ses courbes sont rationnelles. Les cour-
bes D3 ayant trois points doubles, sont du reste de genre sept.

Désignons par r2,r3 les dimensions des systemes complets
\D'2\, \D'3l sur la surface F'. D'aprés le théoreme de Riemann-
Roch sur les surfaces rationnelles, on a

r? =5, r3>4.

D’autre part, dans |Z)|, la transformation T agit comme une
homographie ayant trois axes ponctuels |D1|, |2>21, |Z)3 et on a
donc

6+ -)-r3-{-3=17+1,
c’est-a-dire
-r3—09.

On a donc r2=5, rI=4.

Sur la surface F' existent deux systémes linéaires de courbes
d’'ordre neuf: le premier a la dimension cing, le degré six et le
genre deux-, le second la dimension quatre, le degré trois et le
genre zéro. Le long de chacune des courbes de ces systémes, il y
a une hypersurface cubique osculant la surface F'.
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11- La surface F', d'ordre 9, posséde trois points triples
A'23, A3l A12 et les hyperplans passant par ces trois points
doivent couper la surface suivant une courbe. Nous allons mon-
trer que F' contient un faisceau de cubiques gauches passant
par A23, A'3l, A'12 et que tout hyperplan passant par ces trois
points coupe F' suivant trois de ces cubiques gauches.

Retournons a la courbe L et considérons la série g32 compléte
découpée par les courbes

N0 Xx X2 X3 -f- \ X12 X2 + X2 x22 X3 H- X3 x32 aq = 0. QD

Pour Xo=0, on obtient la série g%l engendrée par I’'homogra-
phie h. Aux couples de points appartenant aux groupes de cette
série correspondent sur F les points d’une courbe GO0. En reprenant
le raisonnement fait a propos des courbes C, on voit que la cour-
be GO est elliptique.

Donnons maintenant a Xt, X2, X3 des valeurs fixes, distinctes
de av a2, a3 et faisons varier X0. Nous obtenons une série g3x
transformée en elle-méme par h (mais dont les groupes ne sont
pas en genéral transformés en eux-mémes par h). A cette série
g3t correspond sur F une courbe que nous désignerons par G.
En reprenant le raisonnement fait pour les courbes C, on voit que
la courbe G est elliptique. Observons de plus que la série g™l
considérée contient un groupe formé des points OIt 02, O3 et
que par conséquent la courbe G passe par les points A23, A3l
Ajo*

Deux séries linéaires g™l données sur L ont en commun trois
oouples de points, donc les courbes G rencontrent les courbes C
en trois points. Par conséquent, elles rencontrent les courbes D
et en particulier les courbes D1 en neuf points.

Les combes analogues & G forment un faisceau [G|. Chaque
courbe de ce faisceau est transformée en elle-méme par T et
rencontre les courbes DI en neuf points formant trois groupes de
13. Par conséquent aux combes G correspondent sur F' des cubi-
ques gauches G' formant un faisceau |G'j et passant par les points
R flar A

Il existe un hyperplan passant par les points A'23, A3l, A'l2
et par trois points pris chacun sur trois cubiques gauches G'
distinctes M. Cet hyperplan contient ces trois cubiques gauches
et par conséquent les hyperplans passant par les points triples
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A'23, A'3l, A'l2 de F' coupent cette surface suivant des courbes
formées de trois cubiques gauches du faisceau G'.

A la courbe GO correspond sur F' une cubique gauche G'0
passant par les points A'n, A'22, A'33

Aux différentes séries g3x tirées de la série g32 découpée sur
L par les courbes (1), correspondent sur F des courbes ellipti-
ques formant un réseau comprenant les courbes G0 et G. D’aprés
ce qui préceéde, le triple de ce réseau appartient au systeme
|ID|. La transformation T agit dailleurs sur les courbes de ce
réseau comme une homologie.

Liege (Belgica), Université
37, Quai Orban



