Sur les transformations de Jonquiéres invol™tives,
par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Dans cette note, nous étudions la transformation de Jon-
quieres involutive présentant quatre points unis (*). Nous
construisons des surfaces images de l’involution et appelons
I’attention sur une propriété assez curieuse des systemes
binaires de courbes transformés en eux-mémes par la transfor-
mation. Un tel systtme comprend en général deux systémes
linaires partiels appartenant a I'involution, dont I'un a pour
point-base les quatre points unis. Du systéme gque nous construi-
sons au début, on peut déduire un autre systéme ou les rbles
des systémes partiels appartenant a I'involution sont intervertis.

Nous terminerons en démontrant d’'une maniére élémentaire
que l'involution est rationnelle, propriété bien connue (2).

1. —Soit T une transformation de Jonquiéres du plan a,
involutive, n’ayant qu’un nombre fini de points unis. Supposons
gu’elle fasse correspondre aux droites du plan des courbes G
d’ordre m ayant un point-base O multiple d’ordre m — 1 et
2m — 2 points base simples O1 O2, ..., O2m_2

Ua transformation T détermine, dans le faisceau de centre O,
une involution que I'on peut écrire sous la forme

X{we = X2 XV
Ses équations ont alors la forme
P*1 = *2 [*3 «m-2 (*1. *2) — «>»>-1 (*1. *2)]
P*2 = *1 [*3 <*» -2 (*1. *2) — a» -1 (*1. *2)]
p*3 = *3I PM_I (xv X2) + am {Xx, X2)
I1) Nous avons déja consacré une courte note au méme objet, a propos
d’un travail de M. Emch (The Téhoku Mathem. Journal, 1927).
(2) Nous aurons a utiliser certaines propriétés des involutions cycliques
appartenant a une surface algébrique. On peut consulter sur cet objet

notre exposé : Les involutions cycliques appartenant & une surface algé-
brique (Actualités scient., n® 270, Paris, Hermann, 1935).
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ou am_2, <x, i, pm_I( *n sont des formes algébriques en xx
x2 dont les degrés sont indiqués par les indices.
La transformation inverse, T—1, a pour équations

pX\ = X2 [~3 —2 (%2 -NI) fits—1 [X2> ~DI
pX2 — Xx [ X2 Xm—2 (a*2» ~"I) P»*—1 [X2 ~DI
Pws = X2 «m—i (X2, Xx) - all (a;2, Aq)
Pour notre objet, T et T-1 doivent étre identiques, ce qui exige
am_2 [x2, Ag) = ara_2 (xv x2)
«m [x2, Xx) = am (xx, X2)
P>»-1 [x2 XI) = «m-1 (*V Xi)

Observons que si m est impair, am_2 et am sont divisibles
par Ay + X2
Les points unis de la transformation sont donnés par

Ay =x2, x\a _ (Ag x2) —x3 [am_i (xv x2) + am_x [x2, Ag)]
—«« (*i. X2) = 0,
X\ 4" X2 — 0, X2 am—2 (*1> Aq) N3 [am—1 (*1> xi) am —1 ("2*M1)]

+ «m (%- *2) = O

Si m est impair, on voit que tous les points de la droite
Xl + x2 = 0 sont unis. Par conséquent, pour que T ne posséde
gu’un nombre fini de points unis, il faut que m soit pair. Nous
poserons m — 2n et les équations de T s’écriront

pAg = X2 [x3 a.2n—2 iXl> x2)  a2n—1 (xI> Aq)]

pAq = Aq [ X2 X2n—2 (xI> Aq) a2n—1 {xI< xi)»

pX3 = Ag *2,—1 {x2, Aqg) “b 0-2n (xx, X2)
sous les conditions

«2« 2 iX2> X1) = a 2n—2 (*i> Aq), az2,, (Aq, Agq) = X 2n(xI’ xi)

Les points unis sont donnés par

Ag = Ag, | K2,—2 (> 1) Ag «2n—j (1, 1) Ag <X2,(1> 1) 0
A% | X2=:0f x\ X2n—2 (1> 1) 2*8*1 [a2n—1("> azn~1 ( ~M]

+ xfxn (1, 1) =0.
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Ils sont donc au nombre de quatre; nous les désignerons par
An, Al2, A2i, A22, les deux premiers étant situés sur la droite
Xi — X et les deux derniers sur la droite xx + x2 — 0.

2. - Désignons par g les droites du plan a et formons le
systeme linéaire complet

IC]=|g+ Gj.
Des courbes C sont d’ordre 2n + 1, ont la multiplicité 2n — 1
en O et pa-ssent simplement par les points O, 02, ..., 04b_2

intersections, en dehors de O, des courbes
x3 a2n—2 {xi> %2) a2n—1 [xii -0
x3 a2n—1 {x2' xi) -L ix>x% =0 ¢

De systeme |C| a donc le degré in + 2 et le genre 2n — 1.
Da série caractéristique de ce systeme étant non spéciale,
| C| est régulier et a la dimension r = 2n + 4. 1l est transfor-
mé en lui-méme par T.

De systeme |C| contient les courbes formées d’une droite g
et de sa transformée G. De telles courbes sont en nombre co 2
et forment un systeme d’indice deux, nécessairement compris
dans un systeme linéaire partie] |C,|, de dimension r, > 2,
composé au moyen de I’involution 12 engendrée par T dans g,
et n’ayant pas d’autres points-base que ceux de |Cj.

Considérons un faisceau de droites g et le faisceau des courbes
G que T leur fait correspondre. Ces deux faisceaux sont projec-
tifs et les intersections des éléments homologues engendrent une
courbe C passant par les quatre points unis de T elle est trans-
formée en soi par T et appartient a un systeme linéaire partiel
| Cx|, de dimension au moins égale a 2, appartenant a I'involution
12. De systéme | Cx| a les mémes points-base que le systéeme |C |
et en outre, les quatre points unis de 12, qui sont des points-base
simples.

Sur le systeme |C| dont les courbes sont considérées comme
des éléments , T agit comme une homoquestrie harmonique
dont les courbes C0, C\ sont les éléments unis. Si r0 et rx sont les
dimensions de | CO[, |Cx], on a donc

N+rl=r—1=2n+3. @)
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3. — Rapportons projectivement les courbes C) aux hyper-
plans d'un espace linéaire a r0 dimensions. Aux couples de
points de I'involution 12 correspondent les points d’une surface
F0, d’ordre 2n -f- 1, normale, dont nous désignerons les sections
hyperplanes par Ff. Ces courbes ont, d'aprés la formule de
Zeuthen, le genre n. De systéme | IR a la série caractéristique
non spéciale et par conséquent la dimension n + 1. On voit
que, d’apres un théoreme classique de M. Castelnuovo, F0 est
rationnelle et que par conséquent, | FO. étant régulier, on a
o—n + 2. V§i I'on veut faire abstraction du théoréme de
M. Castelnuovo, on peut seulement écrire r0 4 n + 2.

Rapportons de méme projectivement les courbes Cj aux hy-
perplans d’une espace linéaire a rl dimensions. Aux couples
de 12 correspondent les points d’une surface F1, normale, d’ordre
2n — 1, dont nous désignerons les sections hyperplanes par T1

D’aprés la formule de Zeuthen, les courbes I\ ont le genre
n—1 et par conséquent la série caractéristique du systéme
[I\j est non spéciale. On en conclut que I'on a x4 n -f1
(D'égalité ayant certainement lieu si I'on utilise le théoréme de
Castelnuovo sur la rationnalité de FJ.

Des relations r0™n + 2, rx .n + 1 et de I'égalité (1), on con-
clut

M=n-f2, n=n+1.

4. — Reprenons la surface F0, normale, d’ordre 2n + 1, dans
I'espace S,,+2. Aux points unis An, ..., A2, de Iinvolution
12 correspondent sur F0 des points doubles coniques A'll, .. .,
a'2.

Considérons dans a une droite s passant par O et la droite
s' que T lui fait correspondre. Aux couples de 12 situés sur s,
s' correspondent sur F,, les points d’'une courbe y. Une courbe
C0 rencontrant le couple de droites s, s' suivant deux couples de
I'involution, la courbe y rencontre les courbes T0 en deux
points et est par conséquent une conique. Il existe donc sur
F0, coi coniques y formant un faisceau, linéaire, |y]|.

Aux points infiniment voisins de O, T fait correspondre les
points de la courbe

%3 ~2—2 (*U> %2)  an—1 ("D ")
que nous désignerons par G0. A I'ensemble des groupes de Fin-
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volution formés par ces points correspond sur F0 une courbe
que nous désignerons par y,. Cette courbe est rationnelle et
d’ordre 2n— 1.

Supposons que s ne soit pas tangente en O a la courbe GO,
il en est de méme de s'. Au point infiniment voisin de O sur s,
T fait correspondre le poiat de s' situé sur G0 et distinct de O.
A ce couple, correspond un point de y0 situé sur le conique y.
Au couple formé du point de s'infiniment voisin de O et du peint
de rencontre de s avec G0 en dehors de O correspond un second
point commun a y et a y0. Supposons maintenant que s soit
une tangente a G0 en O; il en est de méme de s', puisque

a2«

Xi) = x2n—2(x2> xI)

bes deux couples de points précédents viennent se confondre
en un seul, formé des points de s, s' infiniment voisins de O.
be point correspondant sur F0 est double pour la courbe y0.

ba courbe y0 posséde donc n — 1 points doubles.

ba courbe s + s' + G, est une courbe C0, par conséquent
les hyperplans contenant y0 découpent sur F0 les coniques V.
Il en résulte que y0 appartient a un espace S,a» dimensions.

bes points Ol 03, ..., 04,_2 se trouvent distribués sur les
4n — 2 droites

a»—2 ad»  adt—Ixb> X2 azn—I(x2 xI) = 0 .

Il en résulte que le point O4 a pour droite fondamentale
associée la droite joignant O a un des points 02, 03, .. 04n_2,
par exemple la droite 002 Alors, au point O2, T associe la droite
004. Aux couples de 12 formés d’un point infiniment voisin de
Ol et d’'un point de 002 correspondent les points d’une droite
tracée sur F0. De méme, aux couples de 12 formés d’un point
infiniment voisin de O? et d’un point de la droite OO4 corres-
pondent sur F0 les points d’une droite qui, avec la premiére,
forr?e la conique y correspondant au couple de droites 004,
00.

Il en résulte que dans le faisceau |y| se trouvent 2n — 1
coniques dégénérées en deux droites distinctes.

Appelons slt s2 les droites passant par O et la premiére par
les points Au, Al2, la seconde par les points A2l, A22, Sur la
droite s4 T détermine une involution ayant comme points
unis Ajj, A12 et il lui correspond par conséquent sur F0 une
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droite yi. Cette droite passe par les points A'll( A'12 et, comptée
deux fois, forme une conique y. De méme, a s2 correspond une
droite y2 passant par A'21, A'22 et qui, comptée deux fois, forme
une conique du faisceau |y |.

5. — Appelons I\ les courbes qui correspondent sur F0 aux
courbes C, et par conséquent aux sections hyperplanes de FL
Sur FO, les courbes r\ sont d’ordre 2n + 1; elles passent, sim-
plement, par les points de diramation A'n, ..., A2

A une courbe C (et & sa transformée par T) correspond sur
F0 une courbe P possédant 2n + 1 points doubles variables,
homologues des couples de 12 appartenant a la courbe et a sa
transformée. Lorsque la courbe C varie d’'une maniere continue
dans |C| et tend vers une courbe C0, la courbe T tend vers une
courbe ro comptée deux fois, donc les courbes T sont découpées
sur F0 par des hyperquadriques. Lorsque la courbe C tend vers
une courbe Cj, la courbe T tend vers une courbe T1 comptée
deux fois. Il en résulte qu’il existe une hyperquadrique inscrite
dans la surface F0 le long de chaque courbe T1

Chacun des points A'u, ..., A'22 est équivalent a une courbe
rationnelle de degré — 2. Si nous désignons par aik la courbe
rationnelle équivalente au point double K’ik nous avons

2r0 = 2Tl + an + al2 f- a2l + a2 .

Les courbes TL rencontrent en deux points les coniques y et
en 2n — 1 points la courbe yo.

6. — Appelons F'0 la projection, a partir des points A'l4, .. .,
A'2, de la surface F0 sur un espace linéaire a« — 2 dimensions,
et r'0 ses sections hyperplanes.

Aux courbes r'0 correspondent dans a les courbes C0 passant
par les points unis An, ..., A22. Ces points sont doubles pour
ces courbes et par conséquent, les droites sv s appartiennent
comme parties fixes aux courbes C0 considérées. On en conclut
gu’'aux courbes T'0 correspondent dans a des courbes d’ordre
2n — 1, ayant un point multiple d’ordre 2n—3 en O, passant
simplement par les points O1, 02, ..., Odn_2 All ..., A2
Nous désignerons ces courbes par C'0. Elles forment un systeme
linéaire | C'0l de degré 4n — 10, de genre 2n — 3 et de dimension
n— 2. Il en résulte que la surface F',, est d’ordre 2n — 5. En
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utilisant la formule de Zeuthen, on trouve que les courbes T,
sont de genre n— 2,

Aux domaines des points de diraination de F0 correspondent
sur F'0 quatre droites a,t al2, a2l, a22. Fes deux premiéres se
rencontrent en un point qui correspond a la droite Yi et les
deux derniéres en un point qui correspond a la droite y2

Aux coniques y de F, correspondent sur F',, des coniques
que nous désignerons encore par y. Elles forment un faisceau
qui contient les 2n — 1 coniques dégénérées en deux droites
provenant des points-base simples de | C | et en outre, les coniques
«n + al2 all + «22

A la courbe y0 correspond sur F'0 une courbe d’ordre 2n — 3,
et les hyperplans passant par cette courbe découpent sur F'0
les coniques du faisceau |y | Cette courbe passe par les points
communs aux droites alx et «12, «21 et «22

Aux courbes rx correspondent sur F' des courbes que nous
désignerons encore par rt; elles sont d’ordre 2n — 3 et rencon-
trent en un point variable chacune des droites axv al2, a2 a22

7. — Projetons la surface F' des points communs aux droites
axx et «12, a2l et @22, sur un espace linéaire a « — 4 dimensions.
Soient F™0 la surface ainsi obtenue et Y"( ses sections hyper-
planes.

Aux courbes Y"0 correspondent dans a des courbes C',, com-
prenant les droites sx, s2 comme parties et complétées par des
courbes C",, d’ordre 2n — 3, passant 2n — 5 fois par O et une
fois pas Oj, 02 . — 04,_2 mais ne passant plus par les points
unis Au, ..., A22 Le systeme | T"01 a le degre 4n — 14, le genre
2n — 5 et la dimension n — 4.

La surface F"0 a par conséquent I’ordre 2n — 7, ses sections
hyperplanes Y0 ont le genre n+— 2.

On peut reprendre, en partant du systeme jC"0|, les raison-
nements qui ont été faites plus haut en partant du systeme
|CO|. La surface F'0 posséde quatre points, doubles coniques
A'u, A'l2, A2l A'2 qui correspondent aux quatre points unis.
Elle posséde en outre un faisceau de coniques 'y | contenant
2n — 1 coniques dégénérées en deux droites et deux coniques
dégénérées en deux droites confondues yl1( passant par les points
An> AL2 Y2 passant par les points -A o> A 22

A I’ensemble des points infiniment voisins de O et de la courbe
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G,, correspond une courbe rationnelle y0, d'ordre 2n —35,
possédant n — 1 points doubles. Cette courbe appartient a
un espace a n — 6 dimensions et les hyperplans passant par cet
espace découpent sur F'0 les coniques y.

Ces résultats peuvent aussi s’obtenir en étudiant la projection
de la surface F'0 .

8 — Fa surface Fx, que nous avons rencontrée plus haut,
est normale dans un espace Sn+l; elle a l'ordre 2n — 1 et
ses sections hyperplanes Tj, de genre n — 1, correspondent aux
courbes Cx.

Aux couples de droites passant par O et homologues dans T
correspondent sur F,, des coniques y, forment un faisceau li-
néaire |y | Il existe dans ce faisceau 2n — 1 coniques dégéneé-

rées en deux droites, provenant des points Ol O2 ..., O4n_2
comme sur la surface FO.
Aux points unis An, .. ., A2, qui sont des points-base sim-

ples de | Cx!, correspondent sur Fx des droites aH> ~i2 72> "2
Les deux premiéres se coupent en un point, qui correspond
aux couples de I'involution 12 appartenant a la droite si, fonda-
mentale pour le systeme |Cx|. Les droites a2x, a2 se coupent
également en un point correspondant a la droite s2 Les deux
points ainsi obtenus sont simples pour Flt On obtient ainsi deux
coniques an + al2, a2l + a22, dégénérées, appartenant a |y |.

Au domaine du point O et a la courbe G0 correspond sur Fx
une courbe y0, d’ordre 2n — 1, rationnelle, possédant n — !
points doubles, passant par les points communs aux droites
«n et «12, all et «22. La courbe GO, jointe aux droites si( s2
forme une courbe Cx, par conséquent la courbe y0 est une sec-
tion hyperplane de F,

Projetons la surface Fx des points communs aux droites au
et al2, all et a2l sur un espace S,,_i a n— 1 dimensions. On
obtient une surface F'x dont les sections hyperplanes r*x corres-
pondent aux courbes Cx contenant les droites sx et s2. Ces courbes
sont complétées par des courbes C'x d’ordre 2w — 1, passent
2n — 3 fois par O, une fois par les points Ox, Oa, . .., Odt_2
mais ne passant plus par les points unis de I'involution.

Reprenant le raisonnement fait a propos'de la surface FO,
on voit que la surface F'x est d’ordre 2n —3, que ses sections
hyperplanes r'x sont de genre n — 1, qu’'elle posséde quatre
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points doubles coniques correspondant aux points unis de 'in-
volution et un faisceau de coniques |y |

Dans le faisceau |y | se trouvent 2n — 1 coniques dégénérées
en deux droites et deux coniques dégénérées en deux droites yx,
y2, la premiere passant par les points doubles A'n, A'l2 homo-
logues de An, Al2 la seconde par les points doubles A2l A2
homologues des points A2l, A22

A la courbe y0 correspond une courbe que nous désignerons
toujours par le méme symbole y0, d'ordre 2n —3, qui est une
section hyperplane de la surface.

hes courbes C'0, C'j appartiennent @ un méme systeme li-
néaire | C'|, de dimensions 2n — 2. On le déduit de [C| en con-
sidérant les courbes C qui contiennent deux droites passant
par O, homologues dans T, ce qui fait bien six conditions.

On a d'autre part

2r'j =2T'0 f- an + al2 + a2l + a22,

ce que l'on pourrait déduire de la premiére relation fonction-
nelle entre les courbes r,,, I\ en remarquant que

ro=T ,+ 2(all + al2 + a2l - a2), r\=1I\

puisque les courbes r*x sont des courbes Tx passant par deux
points simples de Fx.

En projetant F'x des quatre points doubles A'n> ..., A2
sur un espace linéaire Sn_5 an — 5 dimensions, on obtiendrait
une surface F"! analogue a Fx. Des sections hyperplanes de
F"j correspondent aux courbes C'x de < passant par les points
unis de l'involution et comprenant comme parties les droites
sv s2. Soient C"x les courbes qui, jointes a sx, s2, forment des
courbes C\.

Des courbes C"0, O'A appartiennent a un méme systeme
linéaire | C"| de dimension 2n — 8, déduit de | C'| en défalquant
des courbes de ce systeme deux droites passant par O et se cor-
respondant dans T, et ainsi de suite.

9. — On peut opérer sur F"0, F"'x comme on a opéré sur F0
et Fx, et ainsi de suite.

Considérons le systeme | Cw | obtenu en défalquant du systéme
|C| i couples de droites passant par O et homologues dans T.
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Ce systeme a la dimension 2n -f 4 — 6» et est formé de courbes
d’ordre 2n + 1 — 2t, passant 2n — 1 —2i fois par O et une fois
par les pointsO4, 02 , 4, 2. Le systéme | Cw| a donc le degré
4t -f 2 — 8* et le genre 2n — 2i — 1. Il contient deux systemes
linéaires partiels |CIW|, |CL()| appartenant a I’involution 12
Si i est impair, les courbes du premier passent par les points
unis; si 1 est pair, ce sont les courbes du second.

Supposons i impair. En rapportant projectivement les courbes
COW aux hyperplans d’'un espace a un nombre convenable de
dimensions, on obtient une surface F(() d'ordre 2n — 41—1,
dont les sections hyperplanes ont le genre n — i — 1,

En partant du systéeme | Cl()| on construit une surface FI()
dordre 2n— + 1, & sections hyperplanes de genre Nn—-i.
Cette surface posséde quatre points doubles coniques aux points
de diramation.

Ives systemes | C(() | et | CjW | ont respectivement les dimensions
n—3»+ 1, n—3i+ 2

Si i est pair, on obtient de méme une surface F() d’ordre
2n —4t + 1, a sections hyperplanes de genre n— 2i et une
surface F1(i) d’ordre 2n — 4i — 1, a sections hyperplanes de genre
n—2i—1

Ees systemes |CD{t)| et |Cj*™ ont cette fois les dimensions
respectivesn — 3f + 2 et « — 3t + 1.

La surface F,() possede quatre points doubles coniques aux
points de diramation.

10. — Nous allons maintenant démontrer que I'involution
12, c’est-a-dire la surface F0 image de cette involution, est ra-
tionnelle. Dans ce but nous prouverons l’existence, sur F,,
d’une courbe unisécante des coniques Y.

Supposons pour fixer les idées que T fasse correspondre
aux domaines des points Ol; O3, . .., O2n_i respectivement les
ponctuelles 002, 004, ..., 004, 2 et par conséquent aux do-
maines des points 02, 04, ....... 04,,_2 respectivement les droites
004, 003, ..., 002n_j. Considérons une courbe D, d’ordre n,
passent n — 1 fois par O et une fois par 04, 03, ..., 02, I
Un compte de constantes montre qu’il existe au moins col de
ces courbes.

La transformation T fait correspondre a la courbe D une



19 -

courbe D' de méme nature, distincte ou non de la précédente.
Il en résulte que le systéme linéaire | D |, gol au moins, est trans-
formé en soi par T. Il existe donc des courbes de ce systeme
transformées en elles-mémes par T. Soit D0 une de ces courbes.

Deux droites s, s', passant par O et conjuguées dans la trans-
formation T, coupent D0 en un couple de points de 1’involution
12, par conséquent & la courbe DO, rationnelle, correspond sur
F0 une courbe rationnelle A,. Cette courbe est d’ordre n. La
courbe A0, rationnelle, d’ordre n, appartient & un espace linéaire
Sp a p 4 n dimensions. Etablissons une projectivité entre les
coniques du faisceau |y | et les droites a d'un faisceau ja d’un
plan a . Etablissons une seconde projectivité entre les hyper-
plans d’un faisceau dont I'axe contient Sp et les droites b d’un
faisceau | 6! de a , distinct de |a|. Par un point P sur F,, passent
une conique y et un hyperplan du faisceau considéré; les droites
a et b qui leur correspondent se rencontrent en un point P
homologue de P. Inversement, a un point P' de g' correspond
un point P de F,. Cette surface est donc représentable point
par point sur a' et est par suite rationnelle.

Observons que les courbes D ont pour unisécantes les droites
sl s2 (en dehors de O) ; la courbe D, doit rencontrer ces droites
chacune en un point uni de I'involution 12

La courbe D0 fait partie d'une courbe Cl et, en général, de
gol courbes C0. En général, on a donc a = n.

Liege, le 28 décembre 1948.



