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CONSTRUCTION D’UNE SURFACE 
POSSÉDANT UNE SEULE COURBE CANONIQUE 

DE GENRE TROIS 

par LUGrEN GODEAUX, 

Membre de la Société 

L'objet de cette courte note est la construction d’une surface 
régulière possédant une seule courbe canonique de genre trois 
Pa = Pa = 1, p® = 3. Nous l’obtenons comme image d’une invo- 
lution cyclique du quatrième ordre appartenant à une surface régu- 
lière de genres pa — py — 5, p4) — 9, La surface se présente sous 
forme d’un cône du second ordre quadruple non cyclique. 

1. Considérons dans un espace linéaire S, à quatre dimensions 
l’homographie 

To T1 Le Ts La 

de période quatre, dont le carré est 

H? — ( Ti Lo —X3 — …) 

Lo Li Le La CA 

Considérons également la surface F intersection de lhypersurface 
du quatrième ordre 

AotG + APACAEAIES tata] + Pafts, Le) + aytipa(s, Te) 

+ da(as, 2) + Lors P (Tr Le) + Lip (Tute) = 0. (1) 

où les +, 4 sont des formes algébriques dont le degré est indiqué par 
l'indice, et l’hyperquadrique 

boots + butt + bonts + bistine + batsts = 0. (2) 

La surface F est une surface projectivement canonique, c’est-à- 
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dire une surface dont le système canonique coïncide avec celui 

des sections hyperplanes. Elle à donc les genres Pa = pg = 5, 

pO = 9,P, = 14... 
La surface F est transformée en soi par l’homographie H. 

Les axes ponctuels de l’homographie H sont les sommets O,,0:,04 

de la figure de référence et la droite 0,0, qui joint les deux autres 

sommets. Sur la surface F, elle détermine une involution I, d’ordre 

quatre. 

Les axes ponctuels de l’homographie harmonique H? sont le plan 

0,0,0, et la droite 0,0,. Sur F cette homographie détermine une 

involution I, d’ordre deux possédant huit points unis situés dans 

le plan 0,0,0,. Ce sont les points 

Atg + TOPa(tss Le) + Pad, Ta) = 0, 

boots + buti + bacs + bintate = 0, 23 = %4 = 0. 

L'involution I, ne possède pas de point uni quadruple, mais pos- 

sède les huit points unis doubles précédents, formant quatre groupes 

de l’involution. 

2, Nous commencerons par construite une surface F” représentant 

linvolution I,. Dans ce but, considérons les hyperquadriques 

9076 + Ati + Aootè + Aototr À ho2ToTe + Motte + ts + 

+ Maté + huatata = 0, 

qui forment le système le plus ample dont l'équation se reproduit 

exactement lorsque l’on effectue H?. Rapportons les aux hyperplans 

d’un espace linéaire $, à huit dimensions en posant 

oXix = Litk, (i, k — 0, }, 2 ou 4, k — 3,4). 

Nous obtenons les équations de la surface F". 

X 50 Xo Xe 

Xo1 Xyn Xy> — 0 (caractéristique un) (3) 

X 52 X30 X 

X35 Xu — X5 = 0, (4) 

bo X60 + bi X1 + Dos Xe + bis Xe + ban X34 = 0 (5) 

et la transformée de la variété (1) que nous écrirons sous la forme 

aÿX 60 + Xoo(dooX 1 + do Xoe + doaX12 + os X 34) 

+ GoX + GuXuXae + ae XŸ9 + GsXuaX a + ia X 32 (6) 

+ Xsa(ooX a + An Xir + GaoX22) + CARER + an X 34 + age X 44 

+Xss(daoX oi + Au Xo2) + Xai(ooXo1 + asiXo2) — 0. 
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Dans l’espace S, d'équations X3, — X,, — X,, — 0, les équa- 

tions (3) représentent une surface de Veronese ® et dans $,, une 

variété V£ projetant cette surface à partir du plan $, d'équations 
X 50 = Xo1 = 2 = Xp = 0. 

Dans ce plan S,, l'équation (4) représente une conique + et dans 

Ss, le cône V? projetant cette conique de l’espace S,. 

L’équation (5) représente un hyperplan $, et l’équation (6) une 

hyperquadrique V?. La surface F’ appartient à l’hyperplan (5) et est 
d'ordre 16. 

Aux huit points unis de l’involution I, correspondant sur F’ huit 

points doubles coniques donnés par les équations (3), (5), (6) où l’on 

fait Xys — Xy = X3, — 0. Ces points appartiennent à la surface 

de Veronese ® et le cône tangent en chacun d’eux est la projection 
de la conique «. 

Les courbes canoniques de la surface F’ correspondent aux courbes 

canoniques de la surface F découpées par les hyperplans passant par 
la droite 0,0,. Soit 

Lolo + Bat + Uots = 0 

l’équation d’un de ces hyperplans. De cette équation, on déduit 

Bo X.00 + a Xo + UoX ç2 = 0, BoX 1 + a X 1 + UoX 12 = 9, 

Lo X 62 + MX + UoXp = 0. 

Ces équations représentent dans l’espace $, une conique y tracée 

sur la surface ® et dans l’espace $;, le cône V? projetant y du plan S,. 

On en conclut qu’une courbe canonique de la surface F”’ est obtenue 

comme intersection d’un cône Vi projetant du plan $, une conique 

de la surface de Veronese ®, des hypersurfaces (4), (6) et de l’hyper- 
plan (5). 

Observons en passant que le plan de y et $, déterminent un espace 

linéaire à cinq dimensions $;. Dans cet espace S°, les trois premières 

des variétés précédentes, qui sont des hyperquadriques, ont en 

commun une surface de genres pa — P, — 1. On sait que les sections 

hyperplanes d’une telle surface et en particulier la section par 

lPhyperplan (5), sont des courbes de genre cinq. Le genre linéaire 

de la surface F' est donc égal à cinq. 

Entre le genre arithmétique », de F'et celui p{, de F’, nous avons 
la relation 

12(pa + 1) = 2.12(p, + 1) — 3.8, 
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d'où p, — 3, comme cela résulte du fait qui vient d’être établi 

que les courbes eanoniques de F° forment un réseau. 

Entre le genre linéaire p® = 9 de F et celui p'® de F’, nous 

avons la relation 

p9 —1=2p 0 — 1), 
d’où p'®) — 5, comme on vient de le voir. 

3. À l’involution I, appartenant à F correspond sur F” une involu- 

tion du second ordre I; engendrée par l’homographie 

H' _ (<" Xu X 29 TT Xo1 — X 59 Xe 7 X35 TT X 4 X33\ . 

X 0 Xi X 2 Xo1 X 5 Xe X 33 X 44 x.) 

Cette homographie possède comme axes ponctuels un espace à 

quatre dimensions 

Xoi = Xoo = X33 = Xu — 0 (7) 

et un espace à trois dimensions 

Xo0 = Xi = X22 = Ko = X y = 0. (8) 

On voit immédiatement que ces axes ne rencontrent pas la surface 

F" et que par conséquent l’involution I; sur F”’ est dépourvue de 2 

ponts unis. 

On en déduit que le genre arithmétique de la surface F” 

image de l’involution I; est p° — 1. Le genre linéaire de F” est 

p'® = 3. La surface F” possède donc une seule courbe canonique 

de genre trois. 

La surface F” est aussi l’image de l’involution I, appartenant à F 

et la courbe canonique de F” correspond à la courbe canonique de F 

découpée par l'hyperplan x, — 0 et par conséquent à la courbe 

canonique de F” située sur le cône 

XuiXo9 — XX = 0, X59 = Xoi — Xp = 0. 

Elle est l’intersection de ce cône avec les hyperquadriques 

XaaX ua — X5, = 0. 

oki + AaiXu Xe + AyeX io + As XX 90 + ya No 

+ Xa(GsoX a + GX ue + Goo X 99) + A0 Xe + Aya X 24 + Gao, = 0 

et avec l’hyperplan 

biiXys + boakoo + VaX yo + BaaX a = 0. 

Pour obtenir les équations de la surface F”, il suffit de projeter F” 

315 



de l’espace (8) sur l’espace à quatre dimensions (7), c’est-à-dire 

d'éliminer X4, Xo» Xsx, Xu entre les équations de la surface F”. 

Écrivons l'équation de la variété (6) sous la forme 

bas sg + Xos(daoXo1 + Ga Xo2) + Xaa(50X 01 + G51X 02) = 0 

et posons 

toX oi + duo) = Xo%(Xus X22 X 12); 

(Gso Xo4 + Asa X.02)°? TT X 6081 Xa2 Xe X 3). 

(ao X or + du Xoe) (G50Xo1 + G51X 02) = XooY1(Xar> X 2e X:2), 

a, B, y1 étant des formes algébriques linéaires. 

Posons ensuite z — X?,. Nous obtenons 

di + 2(2a300 — Xoo%1) + L(2asot3X 34 + V2 — 2X 20 X 34Y1) (9) 

+ (ax — XoaBr) + Xi = 0, 
XX 39 — X2, = 0, (19) 

b50X00 + biiXu + DoaX 90 + bio X 0 + baaX sa = 0. (5) 

L'hyperplan (5), qui est actuellement un espace à trois dimensions, 

coupe le cône (10) suivant un cône quadratique et par l'équation (9), 

on obtient la surface F” comme cône du second ordre multiple (non 

cyclique) d'ordre quatre. 

Ainsi se trouve démontrée l'existence de surfaces de genres 

Pa = Po = LPO =. 

Liège, le 9 février 1962. 
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