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Sopra una estensione della nozione 
di congruenze stratiflcabili (*).

Nota di Lucien Godeaux

8unto. - Si (là una generalizzazione, in uno spazio lineare qualunque, 
della nozione di congruenze stratiflcabili dovuta a Fubini per uno spa
zio S3

Késiimé. - On donne une généralisation, dans un espace projectif quel
conque, de la notion de congruences stratifiables due à Fubini dans 
un espace à trois dimensions.

I. Consideriamo, in uno spazio lineare Sn, due punti Ur V 
le oui coordinate proiettive omogenee sono fuuzioni, differenziabili 
tante volte qualité sarà necessario, di due variabili u, v. Suppo- 
niamo che U, V siano trasformati di Laplace l’uno dell altro. 
Preci8amente, supponiamo che si abbia (3|

(U U'" -h 2bV =0. U01 -h 2aü = 0,

dove a e b sono fuuzioni di u. v differenziabili tante volte qualité 
sarà necessario.

(*) Sunto di mm conferenza fatta il 12 novembre 1958 nell’Istituto di 
Geometria «Luigi Cremona* dell’Università di Bologna,

(2) Fubini, Su alcune classi di congruenze di rette e sulle trasforma- 
zioni delle superficie R, «Annaïi di Matematica», ser. IV , tomo 1. li'23-1924, 
pp. 241-257. La denominazione stratifioabile è dovuta a Bianchi, Sopra 
una classe di coppie di congruenze rettilinee stratiflcabili, «Rendiconti A ce. 
Lineei», 2° sem. 1924, pp. 369-377. Vedere anche Finikoff, Sur les con
gruences stratifiables, « Rendiconti Circolo Matematico di Palermo », 1929, 
pp. 313-364, Vincensini. Sur les congruences stratifiables, «Journal de 
Mathématiques», 1934, pp. 419-149, Sur certaines questions métriques liées 
aux congruences stratifiables, « Annales Fac. Sciences de Toulouse », 1934, 
pp. 303-319.

é‘+* cp
(3) Noi seriviamo cp<* per . .
' ’ 'du1
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I punti U, V appartengono ad una successione di Laplace

iL) U. u,, u, y, y,,..., y„

doye si ha

U„=Un-i — D„_,(log. ... h„_,)01, h„ = — (log. +

y„ = y„-i — y„_,(log. afc,... fc„_1)1°, kn — — (log. ak, ...

Se J è un punto della retta Dy che descrive una rete coniu 
gata alla congruenza (Dy), si puô scrivere

J — XU — u y.
con

u.10 -h 2b\ = 0, À01 -+- 2au = 0.

Il punto J appartiene ad una successione di Laplace 

(J) ••• i «7* , ... , <7\ , «7, «7—1)...) J—n, ...

inscritta nella successione D. Possiamo scrivere

Jn — !*•>•—1 Dn Dn—j , J—n — X„_J yn  x„ y„_,,

dove

P» = [J-n-i — p.„_,(log. bh,... h,,.,)01,

= *i°-i — À„_,(log. ak, ... fc„_,)10.

Nelle successioni L, J, ogni punto è il trasformato del prece
dente nel senso delle u. 2

2. Consideriamo un punto A dello spazio a 2n dimension! 
UUlUi...U,„, dove 2n <^r. Abbiamo dimostrato che si possono 
scegliere, sulla retta UV, 2n punti «7m, «7(2>, ...,«/<*”> che descrivono 
reti coniugate aile congruenze (DT), tale che gli spazi a 2n — 1 
dimensioni

Jr’Jnn> ... J2r(l) r(2) x(2) (2) r(2«) t(3h) r(2«)
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passano per il punto A. (Noi scriviamo ,lh^ il punto Jn quando a 
J si so8tituisce Jw).

Se il punto A descrive una rete coniugata (u, v), il suo trasfor- 
inato di Laplace nel senso delle u, B, appartiene agli spazi

jrjr...j£Lu j(2)j!2).'.j^, -, A2n)jT-Æ.

e quindi alio spazio ... ÜV.
Diciamo poliedro a faccie a 2n dimensioni l’insieme degli spazi 

a 2n dimensioni determinati da 2m -P 1 punti consecutivi di una 
suocessione di Laplace. I punti A, B appartengono a una succes
sion di Laplace a e possiamo dire che questa succession è 
inscritta nel poliedro di Laplace a faccie a 2m dimensioni asso- 
ciata alia succession L.

Chiamiamo A0 il punto della succession a appartenente alio 
spazio I7n...P„_, e B„ il punto appartenente alio spazio Z7„_,... Vn. 
II punto B„ è il trasformato di Laplace di A0 nel senso delle u.

Diremo che la congruenza (A0 B0) è n-stratificabile colla con
gruenza ( ITV) (4).

Si vede anche che la congruenza (At Ai+1) è M-stratificabile colla 
congruenza (Z7,- Ui+!) e la congruenza (B,I?i+4) colla congruenza
(Vi Vi+l).

3. Possiamo dare una costruzione della congruenza (,40B0) nel 
modo seguente.

Possiamo scrivere

= — !x,.V

con

(2) [A,10 -p 26X, = 0, X,01 -+- 2a^ = 0.

I4) L. Godeaux, Une extension tie la notion de congruences stratifiables, 
« Mathematische Nachrichten » 1958, pp. 57-63. Vedere anche la nostra nota, 
Remarques sur les couples de congruences stratifiables, « Rendiconti del 
Seminario Matematico di Torino», 1956-57, pp. 219-226
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Consideriamo uno spazio lineare S,.+i„ oontenente S,, ed in 
questo primo spazio, il punto U le cui r -+- 1 prime coordinate 
sono quelle di U e le ultime u.,, p.t, ... , u.,„, ed un punto V di cui 
le r -e- 1 prime coordinate sono quelle di F e le ultime X,, Xt, ..., X,„. 
Colle formule (1) e (2), si vede che i punti JJ, V appartengouo ad 
una successione di Laplace

(L) ..., £7„, ..., Ô„ ü, V, 7„ ..., Vn, ...

la cui proiezione sopra <S,. da uno spazio di <S',.+Î„ è la
successione L.

La retta A0 Bn non è che l’intersezione di S,, collo spazio 
Un ... Fn.

Si vede cosï che : <Se L è una successione di Laplace di uno spazio 
S,.+2„ ed S,., Sj„_) due spazi lineari sghembi di S la proie
zione di L da S,„_, sopra S,, è una successione di Laplace L e Vin
tersezione di S,, collo spazio TT„ ... VM è una retta A„ B„ che genera 
una congruenza n-stratificabile colla; congruenza (UY).

4. La condizione perché la congruenza (UV) sia n-stratificabile 
colla congruenza (A„B0), cioè che le due congruenze siano doppia- 
mente stratificabili, è che lo spazio An ... _B„_, passi per il punto 
U. Allora. lo spazio Utn ... F2„_, deve contenere il punto U e 
quindi la retta UU. Questa retta incontra lo spazio S,„—t in un 
punto U' e basta che lo spazio Uin ... F2„_, contenga qnesto punto. 
Lobbiamo allora avéré r = 4n — 1.

Ne deduciamo agevolmente la condizione analitica per la doppia 
stratificabilità della congruenza (UVI, (A0N„). cioè

0 0 ... 0 uO p.(2) ...

uL l)2n ... utiï (1)
“In

(2)P-2n (2») — ,“2«

u] u\ .. uîn (1)
'M (2)“1 (2 «)

... “1

U1 U2 ... U* I*(l> u(2) ...
Fi F2 ... Vin X(U X(2) ... X(2«)

VL-2 fI„_i ... Vin- ,0)A-in-l
a(»)

—I
. (2«)

••• Agn

= 0.


