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Sur la construction de surfaces irrégulières (*).

Nota di Lucien Godeaux (a Liège).

Suntn. - Costruzione di superficie irregolari come imagine di involuzioni 
cicliche appartenenti alla superficie delle coppie di punti di un a curva 
algebrica.

Considérons une courbe L, de genre it, non hyperelliptique, 
contenant une involution cyclique y, d’ordre premier p >• 2 et de 
genre it' > 0 engendrée par une transformation birationnelle x de 
L en soi. Soit F la surface des couples de points non ordonnés 
de L. A un point P de cette surface, image du couple P,P, de L, 
nous faisons correspondre le point P' image du couple P\P\ 
que x fait correspondre au couple P,P,. Nous définissons ainsi 
sur F une transformation birationnelle T, de période p, engen­
drant une involution I possédant un nombre fini de points unis. 
Ceux-ci représentent les couples de points unis de y, distincts ou 
non. Nous désignerons par <t> une surface image de l’involution I.

Prenons pour modèle projectif de L la courbe canonique d’or­
dre 2it — 2 de /S*—1. La transformation x est déterminée par une 
homographie présentant p axes ponctuels <r„, <7,,..., <rp_t, le pre­
mier, de dimension it' — 1, ne rencontrant pas L et les autres ren­
contrant éventuellement la courbe aux points unis de y. Nous 
supposerons qu’en un de ces points, la courbe L n’est pas tan­
gente h l’axe ponctuel qui le contient. En rapportant projective- 
ment les complexes linéaires de droites de S^-i aux hyperplans

d’un espace à ;x(it — 1) — 1 dimensions, on obtient pour modèle

(*) Conferenza tenuta al Seminario Matematico dell’TJniversità di Bo­
logna il 5 Novembre 1951.
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projectif de F une surface d’ordre (n— 1 )(4tc 9), dont les sections
hyperplanes sont les courbes canoniques (Sevebi).

Sur F,T est déterminée par une homographie présentant p 
axes ponctuels 20, que l'on peut former de la manière
suivante :

Si c est une racine primitive d’ordre p de l’unité, nous pou­
vons attacher à <x0, <t, ,..., <Jv_i respectivement les nombres s°, s, 
..., ep—‘. Cela étant:

20 est déterminé par les images des droites de <r0, des droites 
s’appuyant sur a, et <xp_,, sur a, et ap_,,... . A 20 est donc atta­
ché le nombre e° — 1.

2, est déterminé par les images de droites des a,, des droites 
s’appuyant sur <r0 et sur <tt) sur <r3 et sur . A 2, est donc
attaché le nombre s2.

Et ainsi de suite.
Pour déterminer la structure des points unis de 1’ involution 

I, il suffit de connaître le nombre x déterminé de la manière sui­
vante: Si U est un point uni de I, le plan tangent h F en U est 
uni pour l’homographie T. Rapportons ce plan à un triangle de 
référence 0l0i0i tel que U coïncide avec le sommet 0t. L’homo­
graphie déterminée par T dans le plan peut s’écrire

x\ : x\ : x\ = xx : r\xl : y\*x3,

ï] étant une racine primitive d’ordre p de l’unité.
Désignons par U\, U\, ,..., U's les points unis de v sur L et 

par UiK le point de F qui représente le couple U'iU\.
Premier cas. Les points unis U\, U\ appartiennent à une 

même axe <rh de x. Soient t,, tk les tangentes à L en CT*, U’k.
Supposons en premier lieu que t,, tk s’appuyent en des points 

P{, Pk sur un même axe aj et considérons l’espace Z7'fU\P,Pk. 
Prenons ces points comme sommets d’un tétraèdre de référence 
et soient xit xh, y,, yk les cordonnées correspondantes. Dans cet 
espace x détermine l’homographie

= *'* : y'i ■ y\ - ■ *hXk ■ ■ t*yk ■

Une quadrique passant par le droites U'iU\,ti,tk a pour équa­
tion
( 1 ) ax,yk -t- bxkyx -t- cy,yk = 0.

L’homographie lui fait correspondre la quadrique

(2) ■ll(ax,yk ■+- bxkyi) h- cejy,yk — 0,
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qui se raccorde h la première le long de la droite U'tU',.. On en 
conclut que U,k est un point uni de première espèce.

Supposons maitenant que <, s’appuie en P, sur et tk en Pk 
sur (j,. L’homographie devient

x\ : x\ : y\ : y'k — e"a5, : Pxk : %1 y, : ilyk .

Cette fois, la quadrique transformée de la quadrique (1) ne se 
raccorde plus à celle-ci le long de ü\U'k et Uik est un point uni 
de seconde espèce.

Le plan tangent h F en Uik est détermiué par le points Uik , 
Un, Ukk et dans ce plan on a l’homographie

x\ : x\ : x\ P+lx, : P+tx.i : th+Jx,.

Le nombre x, compris entre l et p, est donné par la congruence 

(p -+- h — j)t = p h l, (mod p).

Deuxième cas. Z7, et U'k aqpartiennent le premier à i,, le se­
cond à a,, f, s’appuie sur os et tk sur tr,„. Un raisonnement ana­
logue au précédent montre que x est déterminé par la congruence

(p -+-h —m)x= p -t-.l—j, (mod p)

Troisième cas. Il nous reste à considérer le points U,t. Soient 
K les courbes de F qui représentent les couples de points de L 
dont un point est fixe. Les système :K', admet pour enveloppe Ka 
(représentant les couples de points de L formés de deux points 
confondus). Si K, est la courbe K qui passe par U,,, le point de 
F infiniment voisin de Uu sur les courbes K„ et K, est uni de 
première espèce pour I.

Soit L' la oourbe image de 1’ involution y et soit F' la surface 
des couples de points non ordonnés de L'. Entre F‘ et <1\ on a 
une correspondance ll.p) et les courbes canoniques de F' ont pour 
homologues stir <1> des courbes qui appartiennent à des courbes 
canoniques de cette surface. Sur F, elles ont pour homologues des 
des courbes découpées par les hyperplans passant par 2,, 2,...., 

2„— !. On en conclut qu’aux courbes canoniques de <1> correspon­
dent sur F les courbes découpées par les mêmes hyperplans. Par 
conséquent, si s,, s.,..., sp_, sont les dimensions des espaces a,, 
x,,... , x„_,, le genre géométrique de <!' est

Pu = | *'(*' — 1) (»j -+- M) + ... -+- (sr H- 1;)(ST+1 -H 1).

où l’on a posé p = 2 y f 1,
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Les surfaces F et F' étaut irrégulières, il en est de même de 
>l>, mais le calcul du genre arithmétique de <J> exige la connais­
sance de la structure de points unis de 1. Notons cependant que 
dans tous le exemples que nous avons étudiés, >1> a l’irrégularité ir'.
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