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Nous avons, à diverses reprises, étudié des surfaces irrégulières 
contruites de la manière suivante : On considère la surface F qui repré­
sente les couples de points non ordonnés d’une courbe algébrique L con­
tenant une involution cyclique y d’ordre premier p supérieur à deux. La 
surface F contient alors une involution cyclique I d’ordre p, présentant 
un nombre fini de points unis. La surface <t> image de cette involution 
contient à son tour une involution d’ordre p dont l’image est la surface 
/• ' représentant les couples de points non ordonnés de la courbe L', ima­
ge de 1 involution y donnée sur L. La surface $ a la même irrégularité 
que la surface F'(1).

C est un problème analogue que nous étudions ici. Nous supposons 
cette fois que 1’involution y donnée sur L est d’ordre deux mais est pri- 
M-e de points unis. La surface F contient une involution d’ordre deux 
possédant actuellement une courbe unie. La surface 4» image de cette 
involution contient à son tour une involution d’ordre deux, mais celle-ci 
est privée de points unis. L’image de cette involution est la surface F’ 
et la surface $ a la même irrégularité que cette dernière surface, mais 
son système canonique est plus ample. Nous croyons que cette propriété 
n est pas dépourvue d’intérêt.

. . (1), V°lr paf exemple notre communication au Convegno « Geometria altre-
drSemm?rÆLrodiqTort„™îtm danS 16 PrOChain VOlUme RendiCOnti
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L’application au cas où la courbe L' est de genre trois présente un 
intérêt spécial, car la courbe est alors à modules généraux (2).

1. Soit L une courbe algébrique de genre 7ra, non hyperelliptique, 
contenant une involution y du second ordre, privée de points unis. Si L' 
est une courbe algébrique image de 1’involution y et son genre, on a 
jtj = 2 7T — 1. Nous supposerons tt ^ 3 et que la courbe L n est pas
hyperelliptique.

Prenons pour modèle projectif de L la courbe canonique d'ordre 
2 7rx — 2 située dans un espace linéaire S à 7n — 1 dimensions. L’involu­
tion y est déterminée sur L par une homographie harmonique T possé­
dant deux axes ponctuels |0, Éi ne rencontrant pas la courbe. Les hypei- 
plans passant par |0 découpent sur la courbe les transformés des groupes 
canoniques de L', donc un système de dimension tt - 1. L’espace li a 
par conséquent la dimension tt — 1 et par suite 1 espace !o a la dimension 
tt — 2. Les hyperplans passant par £o découpent sur L les transformé* 
des groupes d’une série paracanonique de la courbe L’.

Désignons par F la surface qui représente les couples de points non 
ordonnées de L et par F' celle qui représente les couples de points non 
ordonnés de L'.

Soit P le point de F qui représente le couple de points Pi, P2 de L 
et soient P\, P\ les points que T fait correspondre à Pi, P2, P' le point 
de F qui représente le couple P\, P'2. Il existe une transformation bira- 
tionelle 9 de F en soi faisant correspondre à P le point P' et inversement 
à P' le point P. Cette transformation engendre sur F une involution I 
d’ordre deux dont nous désignerons par 3> une surface image. Cette in­
volution I possède une courbe de points unis: la courbe K0 qui repre­
sent les couples de points de l’involution y.

2. Désignons par y0 yx........y „_2 les coordonnées d’un point de
| et par z , zi , ... ,z _1 celles d’un point de . Les équations de l’ho­
mographie T peuvent s’écrire

py'i — 2/i > pz'j Zi ) -2 ; j = 1,2,... ,77-1).

(21 Nous supposons connues nos recherches sur les involutions cycliques ap­
partenant à une surface algébrique: Les involutions cycliques ^^Mémoire Tur 
surface algébrique (Actualités scient. N“ 270. Pans Hermann, 1935), Mémoire 
les1 surfaces mulples (Mémoires in-8? de l’Académie roy, de Belgique, 195.).
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Les cordes de L joignant les points des couples de 1 involution y 
s’appuient sur f0 et

TTue droite de 8 joint deux points y, y' de £0, ou deux points z, z' 
de ou un point y de |0 à un point z de |i. Les coordonnées des droites 
de S peuvent donc s’écrire

Pile yi y'k ~ y/e y'i , yik — Zj Z'k — Zj z'k , rik = J/j Zk — £j yk t

Les premières sont au nombre de V2 (7r —1) (n —2), les secondes au 
i nombre de y2 n (tt—1) et les troisièmes au nombre de ir (tt — 1). 
[ On a bien

V2 (w-1) (v-2) + 1/2 TT (7T-1) + TT (tt —1) = (xr —1) (2 TT — 1),

I le second membre étant le nombre des coordonnées des droites de l’es- 
! pace S.

Si nous supposons que les quantités pik, qm, rik sont les coordonées 
Ides points d’une espace linéaire 2 à (tt — 1) (2 tt — 1) — 1 = ^ (2tt—3) 

I dimensions, les cordes de L sont représentées par les points d’une sur- 
! lace normale, modèle projectif de F, que nous continuerons à désig- 
[ ner par P.

Sur ce modèle, 9 est déterminée par l’homographie harmonique

r il:

Cette homographie possède deux axes ponctuels £'0, le premier 
de dimension (tt - l)2 - 1 donné par rik = 0, le second de dimension 
tt (tt-1) - 1 donné par pik = 0, qik = 0.

On sait (Severi) que les sections hyperplanes C de la surface F 
forment le système canonique complet de cette surface.

Les transformées des courbes canoniques de $ augmentées de la 
courbe unie K0 de 1’involution I, donnent des courbes canoniques de F. 
Nous allons voir que la courbe unie K0 appartient à l’espace IC.

Comme nous 1 avons remarqué, les cordes de F déterminées par 
les couples de 1’involution y s’appuient sur les espaces £0, it. Si y est
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un point de |0 et 2 un point |i, les coordonnées d'une telle corde sont 
les mineurs de la matrice

y « yi ■ . y 0 0.J7T — 2 .. 0

0 0 . 0 z z0 1

On a donc pik = 0, qik = 0, rik = y4 zk =£ 0, ce qui démontre notre 
assertion.

11 en résulte que les hyperplans de 2! passant par l’espace Pi dé­
coupent sur F, en dehors de K0, les transformées des courbes canoniques 
de <£>. Ces transformées seront désignées par Go.

La surface F ne rencontre pas l’espace Po.

3. Considérons deux points A1} A2 de L’ et soient An, A12 et A21, A22 
les couples de y qui leur correspondent sur L. Le couple Ai A-, est re­
présenté par un point P de F' et les couples formés par les points corres­
pondant sur L par les points Pi = {An, A2i), P'i = {Ai2, A22), P2 
= (Au, A22), P'2 = (A12, A21). Les couples Pi P'n P2 P'2 appartien­
nent à 1’involution 1 et il leur corresponds sur <t> deux points P*, P*- 
Comme les quatre points de F correspondent au point P de F', les points 
P*, P* correspondent à ce point P et, lorsque celui-ci varie, engendrent 
sur <t> une involution P dont F' est l’image.

Comme on vient de le voir, les courbes canoniques de 4> correspon­
dent aux courbes C0 et forment par conséquent un système linéaire de 
dimension (tt - l)2 - 1. D’autre part, aux courbes canoniques de F' 
correspondent sur $ des courbes canoniques, ou tout au moins des 
tourbes appartenant à des courbes canoniques de 4? si 1’involution P 
possède une courbe unie. Le système canonique de F' a la dimension 
y2 TT (tt — 1) — 1, donc le système canonique de * est plus ample que 
celui de F' et la surface $ ne se réduit pas à la surface F' comptée 
deux fois.

4. Sur la surface F, la courbe H qui représente les couples de points 
de L dont l’un est fixe engendrent un système go1, \H\, de degré un et 
d’indice deux. L’enveloppe de ce système iest la courbe K qui re­
présente les couples de points de L formés de deux points coincidents.
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Sur la surface F' on a un système analogue \H’\ dont nous désignerons 
par K' la courbe enveloppe.

Considérons deux points Au A2 de la courbe K' et soient H\, H'-. 
les courbes H' qui touchent cette courbe en ces points, P leur point de 
rencontre. Aux points Ai, A2 correspondent sur K deux couples de points 
An, A12 et A-2i, A22 appartenant à 1’involution I. Désignons par Hu, 
H12 les courbes H touchant K en Alu A12, par H,i, H,2 celles qui touchant 
cette courbe en A2i, A22. Soient enfin Pi le point commun à Hu, H2t, 
P’i le point commun à H,2, H22, P2 le point commun à H11} H22 et P'2 
le point commun à H,2, H21. Les courbes Hu, H12 se coupent en un point 
Hi, les courbes H2i, II22 en un point R2. Les points R,, R> appartiennent 
à la courbe K0.

Les points Pi et P\, P2 et P'2 forment deux couples de 1’involution 
I auxquels correspondent sur <3? deux points P* P*.

Désignons par K* la courbe de genre ir qui correspond sur <3? à la 
courbe K et par iij celle, de genre ir également, qui correspond à K .

A la courbe Hu, 9 fait correspondre H12 et à l’ensemble de ces deux 
courbes correspond sur <3? une courbe LT qui touche K* au point A/ 
homologue du couple 4^ , A^ et qui touche également K* au point R* 
homologue du point uni R,.

De même, à la courbe H + H correspond sur <3? une courbe H’ 
touchant K au point A* homologue du couple A ^ ; A oi et A* au point 
R* homologue de R ■Z 2

Les courbes H*, H* se coupent aux points P*, P*.
12 12

Lorsque le point A2 varie sur K', les courbes H2i, H,2 varient de
même que la courbe W et les points P*, P* décrivent 11". Les courbes
Hi‘ ^2 aPPartiennent donc à un système continu \H*j- dont l’enveloppe
se compose des courbes K*, K*7 0'

Lorsque A2 tend vers A, sur K', H2i tend par exemple vers Hu et 
H22 vers Hr,. Un des couples Pi P\, P2 P'2 tend vers le couple All( 
Aj2 et l’autre vers le point R^ 11 en résulte que les points A*, P* for­
ment un couple de 1’involution P ■ Il en est de même des points A* , R* : 
Aux courbes H* correspondent sur F' les courbes H' et aux courbes K* , K ' 
la courbe K'.
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Observons que y étant dépourvue de points unis, les courbes A, K0 
ne se reeontrent pas, de même que sur 4> les courbes K", K*.

De tout ceci, ou conclut que Vinvolution V sur 4? est dépourvue de 
points nuis.

5. Une série g1 sur la courbe L possède 6 (ir — 1) points doubles, 
donc, sur F, une courbe canonique C rencontre la courbe A en 6 (77 — 1) 

points.
Une série canonique p1 de L ne contenant pas 1’involution y,

4 7T — 4

contient 4 (77 — 1) couples de celle-ci, donc les courbes canoniques C 
de F coupent A0 en 4 (77 — 1) points.

Nous avons appelé C0 les parties variables des courbes découpées 
sur F par les hyperplans passant par U et nous avons donc

C a A0 + C0

Sur F', le système canonique |C'| a le degré (tt — 1) (4-77 — 9), 
donc le système canonique |C*| de <1> a le degré 2 (77 — 1) (4-77 — 9) et 
enfin le degré du système |C0| est 4 (77 — 1) (477 — 9).

De la relation fonctionnelle précédente, on déduit que les courbes 
C0 rencontrent A0 en 6 (77 — 1) points. Enfin, on voit que la courbe 
K0 a le degré virtuel — 2 (77 — 1).

6. Les transformées des courbes canoniques C* de 4? sont les cour­
bes C0, donc le genre géométrique de cette surface est p* = (77 — l)2:

Entre les surface F' et 4>, nous avons une correspondance (1, 2) 
privée de points de diramation, donc entre le genre arithmétique p'a de 
F' et celui p* de 4>, nous avons la relationx a 7

v\ + 1 = 2 (p; + 1) ;

1
Or,nous avons p' = — 77(77 — 3), donc 

P* = 77 (77 — 3) +1:

L’irrégularité de la surface 4> est donc égale à 77, c’est-à-dire à 
l’irrégularité de la surface F'.
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Comme nous l’avons vu, le degré du système canonique [C*| de $ 
est égal à 2 (tt — 1) (4tt — 9), donc le genre linéaire de cette sur­
face est

P* <X> = 2 (TT - 1) (4 TT - 9) +1.

Si une courbe algébrique de genre tr est l’image d’une involution 
du second ordre privée de points unis appartenant à une courbe algé­
brique, la surface que représente les couples de points non ordonnés de 
cette courbe, surface dont les genres sont

1 1
Va — — tt (tt — 1), pa = — tt (tt — 1) — 7r,Jj 2

P(l) = (TT ~ 1) (4 TT - 9) + 1;

est l’image d’une involution du second ordre, privée de points unis, 
appartenant à une surface de genres

Pa — (tt — l)2, Pa — tt (tt — 3) +1,

P(1> = 2 (tt - 1)(4ït - 3) +1, 

de même irrégularité.

7. Appliquons ce qui précède au cas tt — 3.

On peut prendre comme modèle projectif de la courbe L', à modu­
les généraux, une courbe plane du quatrième ordre et on sait que cette 
courbe est, de 63 manières, l’enveloppe d’un système de coniques d’in­
dice deux, sans points-base.

Considérons le système de coniques 

X2 (xu x2, x3) + 2X f-, (xi,x2,x3) + f3 (Xi, x2, x3) = 0, 

dépourvu de points-base. L’equation de la courbe L’ est

— 67 —

f2 — f <e — 0 . T 2 T 1 3
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Considérons, dans un espace St, les équations

*1 = ; xl =

Ce sont les équations d’une courbe L de genre cinq, transformée en 
elle-même par l'homographie harmonique

x’i : x'-2 : x’i : %’t : = Xi : : æ3 : — ^4 : —

et cette homographie engendre sur L une involution du second ordre y, 
privée de points unis, dont L' est l’image.

Le théorème énoncé plus haut donne le résultat suivant :
La surface qui représente les couples de points non ordonnés d’une 

courbe de genre trois, dont les genres sont ps — 3, pa — 0, p(1) = 7, est 
l’image d’une involution du second ordre, privée de points unis, appar­
tenant à une surface de genres pg = 4, p„ = 1, p(1) = 13.

C’est là un résultat que nous avons obtenu d’une manière toute 
différente dans un travail qui paraîtra dans le Journal des Mathémati­
ques pures et appliquées.

8. Retournons au cas général et appelons C1 les courbes canoni­
ques de F découpées par los hyperplans passant par l’espace

E11 rapportant projectivement les courbes C\ aux hyperplans d’un 
espace 2' à 7r (-n- — 1) — 1 dimensions, on obtient un modèle projectif 4»' 
de <f>, d’ordre (tt — 1) (8-n- — 13).

Sur cette surface, la courbe de diramation, homologue de /io, a l’ordre 
4 (77 1 ) et les sections hyper planes sont de genre % (* — 1)
(8 TT - 15) + 1.

Dans le cas n = 3, 4>' est, dans un espace SB, une surface d’ordre 
22 à sections hyperplanes de genre dix.

Liège, le 5 septembre 1961.


