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GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Sur la construction d’une surface d’irrégularité deux,

par Lucien GODEAUX,
Membre de I'’Académie.

Dans une note antérieure (1), nous avons montré
comment, en partant de la surface qui représente les
couples de points d’'une courbe contenant une involu-
tion cyclique irrationnelle, on peut construire une sur-
face irréguliere. Dans cette note, nous appliquons ce
procédé a un exemple, celui ou la courbe donnée est
de genre quatre et contient une involution cyclique
d’ordre trois et de genre deux. Nous construisons ainsi
une surface de genres po =2, pa =0, p™ =8, P2 = 0.

Nous supposons connus les propriétés des surfaces
représentant les couples de points d’'une courbe algé-
brique (*) et certains résultats que nous avons obtenus
sur les involutions cycliques appartenant a une surface
algébrique (3).

1. Soit G une courbe normale de genre quatre et d’ordre
six, contenant une involution cyclique y3 d’ordre trois
et de genre deux. La courbe G est I'intersection d’une
surface cubique et d’'une quadrique et I'involution ys3

(") Sur certaines surfaces algébriques irrégulieres (Bulletin de 1'Acad. roy.
de Belgique, 1933, pp. 674-680).

(@ De Franchis, Suite varieta co2 delle coppie di punti di due o di una curva
algebrica (Rend. Circolo matem. di Palermo, 1903). Severi, Suite corris-
pondenze fra i punti di una curva algebrica e sopra certe classidi superficie (Mem.
R. Accad. di Torino, 1903), Suite superficie che rapprensentano le coppie di
punti di una curva algebrica (Atti R. Accad. di Torino, 1902-1903).

(*) Voir notre exposé sur Les involutions cycliques appartenant a une surface
algébrique (Paris, Hermann, 1935).
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est engendrée par une homographie cyclique de période
trois de I'espace. Si cette homographie a pour é%ations

X[ X7 :xs: X\ — xx:x2: ex3: e2xx e=el,
les équations de G s’écrivent

«3*3 4- ¥4 + N3(*1, *2) = 0,
«0*3*4 4% N2 (*1> *2) = ()
ou $3, ®2 sont des formes du troisieme et du second degrés
en xIt x2

L’involution y3 est dépourvue de points unis. Nous
désignerons par G' une courbe de genre deux image
de cette involution.

Soit F la surface qui représente les couples de points
non ordonnés de la courbe G et F' celle qui représente
les couples de points non ordonnés de la courbe G'

La surface F a les genres

pp=6 pa=2 pu=22, P.=25
et la sxtrface F' est une surface de Jacobi, de genres
P=1 Pa=—I, P"=1 P =1

2. Considérons deux points P, R de G' et soit (PR)
le point de F' qui représente ce couple. Désignons par
P1( P> P3 les trois points de G qui correspondent a P,
par Rl R2, R3 ceux qui correspondent a R et considé-
dérons, sur la surface F, les points

(PiRO, (Pz2R2), (PsRa),
(PiRa), (P2R3), (P3R1), (1)
(P2R3), (PaRi), (P3Ra).

Supposons que la transformation génératrice de 3
sur G fasse correspondre P2 a P2, P3a P2, Px a P3 Ri
a Ri, Ra a R*, Ri a Rg. Il existe une transformation bira-
tionnelle T de F en soi faisant correspondre le point
(P2R2) au point (P:iR:), au point (P2R2) le point (P3R3)
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et enfin a ce dernier point le point (PjRi). La transfor-
mation T a donc la période trois et engendre sur F une
involution 13 Les neuf points du tableau (1) se distri-
buent en trois groupes de 13, les points d'un méme
groupe étant sur une méme horizontale.

Nous désignerons par F* une surface image de l'invo-
lution 13.

Lorsque le point (PxRi) varie sur F, les neuf points du
tableau (1) engendrent une involution J9, d’ordre neuf,
composée au moyen de 13 Aux groupes de JI corres-
pondent sur F* des groupes de trois points engendrant
une involution J'3, non cyclique, qui a évidemment pour
image la surface F'.

3. Aux couples de points de G comprenant un point
fixe correspondent sur F les points d'une courbe K,
birationnellement identique & G, engendrant sur la sur-
face un systéme continu { K} de degré un et d’indice
deux. L’enveloppe de ce systétme est une courbe Ki
représentant les couples de points de G formés de deux
points confondus.

Considérons un groupe Pj, Pa P3 de y3 sur G et les
points (PiP2), (P2P3), (P3Pi) de F. Ces trois points for-
ment un groupe de 13, Lorsque le groupe des points P
varie sur G, les trois points de F décrivent une courbe H0
qui est rencontrée en deux points par les courbes K,
mais qui ne peut rencontrer la courbe K,, car lI'involu-
tion y3 est privée de points unis.

Reprenons le tableau (1) et supposons que le point
R vienne coincider avec le point P. Les points de la
premiere ligne du tableau deviennent les points

(PiPO.  (P.P.),  (PsPs),

qui forment un groupe de Is appartenant a K,. Les
points des deux derniéres lignes se réduisent aux trois
points
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(PiP.), (P.P.), (P.Pi)

qui forment un groupe de I3, appartenant a H0, mais
qui sont unis pour J». On voit donc que la courbe H0
est unie pour J9.

Les courbes K qui passent par les points (PiPa),
(P,P2), (PsPs) de K0 se coupent deux-a-deux aux points
(PiP.), (P.P.), (P.Pi) de H,,

Désignons par KJ, HJ les courbes qui correspondent
sur F* a K0) HO0. Aux trois courbes K qui viennent
d’étre considérées correspond sur F* une courbe K*
de genre quatre, touchant KJ en un point P! homologue
du groupe (P:P1), (P2Pa), (PsPs) et ayant un point
double en un point Pj de HJ, homologue du groupe
(P1P2), (P2P3), (PsPi). Le point Px et le point Pi compté
deux fois, forment un groupe de JJ. Cette involution
a donc la courbe HJ comme courbe unie.

La courbe KJ est de genre deux et birationnellement
identique a G'. La courbe HJ est également de genre
deux et birationnellement identique a KJ, donc a G
A la courbe H* + KJ correspond sur F' la courbe
Kj qui représente les couples de points coincidents
de la courbe G

La courbe HO, qui contient une involution d'ordre
trois et de genre deux privée de points unis, est de genre
quatre.

4.0n sait (Severi) que les courbes canoniques C de F
représentent les couples de points de G déterminant
des bisécantes de cette courbe appartenant a des com-
plexes linéaires.

Dans l'espace réglé, I’hnomographie génératrice de
I'involution y3 donne la transformation
Pii _ PI3 _ Pli__ Pz ___ Plii _ Pii
pli tpii Pl eptd  €pu  PSi
Il 'y a donc trois faisceaux de complexes linéaires unis

— 14 —
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pour I'homographie en question, a savoir

A34N12"i-N12734 = 0)  A34M347"A14M23 = 0,  A2Su - AL = 0.

Nous désignerons respectivement par |C,,|, |Cj|, |C2
les faisceaux de courbes canoniques correspondants ; les
courbes de ces faisceaux appartiennent a I3,

Le premier des faisceaux de complexes linéaires est
formé des complexes ayant en commun la congruence
linéaire de directrices » =x2 —0, x3= =0.

Les complexes du second sont tous spéciaux et ont
pour axes les droites passant par le point 04(0, 0, 0, 1)
et situés dans le plan x3 == 0.

Les complexes du troisieme sont également tous spé-
ciaux ; leurs axes passent par le point O3(0, 0, 1, 0)
et sont situés dans le plan xt = 0.

Les courbes canoniques C* de F* correspondent aux
courbes de I'un des faisceaux |COl, |Cx|, | C2l. D’au-
tre part, aux courbes canoniques C* de F*, correspon-
dent sur F' les courbes canoniques de cette surface,
qui sont d’ordre zéro, augmentées de la courbe de dira-
mation Ki pour la correspondance (1, 3) existant entre
F' et F* 1l en résulte qu'il existe, parmi les courbes C*,
une courbe comprenant comme partie la courbe HJ
et que par conséquent, celui des faisceaux | COl1, | Q |,
| C2l qui est le transformé du systeme canonique de F*
a une de ses courbes comprenant comme partie H,,.

Les groupes de points de y3 sont découpés sur la courbe
G parles plans passant par la droite = x3 — 0),
chacun de ces plans contenant deux de ces groupes. Les
droites joignant deux a deux les points des groupes de
y3 s’appuient donc sur la droite 0304, c’est-a-dire appar-
tiennent a un complexe du premier faisceau. Par suite,
la courbe H0 appartient a une courbe du faisceau | COL
Les courbes canoniques C* de F* correspondent donc
aux courbes C,, ; elles forment un faisceau et la surface
F* a donc le genre géométrique p,, — 2.
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5. Considérons un plan a passant par 0304 ; soient
Px, P2, P} et Rx, R2, R3 les points des deux groupes de
y3 situés dans ce plan.

Dans le plan a, I’homographie génératrice de y3 dé-
termine une homographie non homologique, par con-
séquent les points d’'un groupe de y3 ne peuvent jamais
étre en ligne droite.

Des quinze points de F qui correspondent aux quinze
couples de points de G situés dans cr, Six

P, (PR3, (PsP), (RiR2), (R,R.), (RsRy

appartiennent a la courbe H0 ; les neuf autres, qui sont
les points du tableau (1), forment trois groupes de I,
et engendrent, lorsque a varie, une courbe H.

La courbe H0 + H est une courbe canonique de F
appartenant au faisceau | CO! .

Supposons que le plan a touche la courbe G en un point
Px. Le point Rx coincide avec Px, le point R? avec Pl
et le point R3 avec P3. Le plan a est donc tritangent
a la courbe G. Par une droite, on peut mener 18 plans
tangents a la courbe G, donc par 0304 passent six
plans tritangents a G.

Soient Px, P2, P3 les points de contact d’'un de ces
plans avec G. Les quinze points de H correspondants
sont les trois points (PXPX), (P*P2), (P3P3) appartenant
a K0 et formant un groupe de I3, et les trois points
(PXP2), (P2P3), (P3Pi), formant également un groupe de
13, comptés deux fois, qui appartiennent a H0. On en
conclut que la courbe H rencontre K0 en 18 points
formant six groupes de 13 et H0 en 18 points également,
formant aussi six groupes de I3,

Puisque la courbe H,, + H est une courbe C0, de genre
22, la courbe H est de genre un.

La courbe H contenant ool groupes de 13, il lui corres-
pond sur F* une courbe H*, elliptique, rencontrant KJ
en six points et H* en six points également.
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La courbe H* appartenant a I'involution J, et la série
déterminée par celle-ci sur la courbe possédant six points
unis, cette série est rationnelle ; son image est une courbe
rationnelle H' de F'.

La courbe HJ -f- H* étant une courbe canonique de
F*, la courbe H'doit appartenir au systéme canonique
impur de F'; c’est donc une courbe exceptionnelle.

6. Entre les surfaces F et F*, nous avons une corres-
pondance (3,1) privée de points unis, par conséquent,
entre les genres arithmétique pa et linéaire p{l) de F,
et les genres arithmétique Tra et linéaire tt{l) de F*, nous
avons les relations

pa 1 =3, + 1),
Pwm — 1 = 30x1) — 1).

Commeon a pa = 2, ) = 22, on en déduit Tu = 0 et
T™h = 8.

Le systeme bicanonique | 2C | de F comprend trois
systéemes linéaires partiels composés avec l'involution
I13. L'un de ceux-ci, qui comprend les courbes 2C0 et
Q -f- Ca, a pour homologue sur F* le systeme bicanonique
de cette surface.

Le bigenre de F* est Pa = 0.

7. La courbe G contient deux séries g\ découpées par
les génératrices rectilignes de la quadrique contenant
la courbe. On voit aisément que chacune de ces séries
est transformée en elle-méme par I’homographie géné-
ratrice de y3 et contient deux génératrices unies : celles
qui appartiennent aux plans x3 = 0, xé = 0.

Considérons lI'une de ces séries. Les couples de points
appartenant a de mémes groupes de la série ont pour
images les points d’'une courbe Lx. D’'une maniére pré-
cise, soient Alt A2, A3 les points d’'un groupe de la série
o\ ; les points (AjAj), (A2A3), (A3Aj) appartiennent a
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la courbe Lx et engendrent sur celle-ci une série linéaire
al. En effet, a un point de Lj correspond un couple de
points de G appartenant a un groupe de gt et d’autre
part les groupes de a\ correspondent biunivoquement
aux groupes de g\

La série g\ posséde 12 points doubles. Soient Ax un
point double, A2 le point qui compléte le groupe. A ce
groupe correspond sur Lx un groupe de la série aj ayant
le point double (AjAa). Par conséquent, la série a}
possede également 12 points doubles et la courbe Lx
est de genre quatre.

La courbe L: est rencontrée par les courbes K en des
couples de points, par suite, d’apres la formule de M. De
Franchis, elle est de degré zéro.

Si Ai, Aa est un couple de points de G appartenant
a un groupe de gL I’homographie génératrice de y3 et
son carré lui font correspondre des couples Ai, Ai et
AJ, Ai appartenant également a des groupes de g¢*. Il
en résulte que la courbe Lx appartient a l'involution I3
Mais elle n’appartient pas a l'involution J,,.

Les 12 points de rencontre de Lj avec K, forment
évidemment quatre groupes de la. D’autre part, Lj ren-
contre H,, en six points, car la série g3 contient deux grou-
pes transformés chacun en soi par I’hnomographie géné-
ratrice de y3. Sur la surface F*, il correspond a Lj une
courbe Li de genre deux, rencontrant K* en quatre
points et Hi en deux points.

La courbe LT n'appartient pas a I'involution JJ; il
lui correspond donc sur F' une courbe H, de genre deux,
rencontrant la courbe Ki en quatre points.

La seconde série gl appartenant a G donne de méme
une courbe L2 de mémes caracteres que L1( ne rencon-
trant pas cette derniére courbe.

Liége, le 20 décembre 1943.



