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Sur les quadriques osculatrices a une surface,
par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Considérons une surface (x) rapportée a ses asymptotiques
u, v et une courbe y tracée sur cette surface. Soient R,, la réglée
lieu des tangentes aux asymptotiques u aux différents points
de y; FC la réglée analogue lieu des tangentes aux asymptoti-
ques v. En un point x de la courbe y> on associe a celle-ci son
plan osculateur < la quadrique Qu osculatrice a la réglée R,
la quadrique Q, osculatrice a la réglée R». Ces quadriques ont
déja été considérées par M. Rompiani (1).

Dans cette note, nous reprenons I'étude de ces quadriques
Q,, Q0. Ces quadriques appartiennent au systéeme linéaire tri-
plement infini formé par les quadriques osculatrices a la sur-
face (x) au point x. Nous montrons qu’elles se correspondent
dans une transformation quadratique.

Considérons les courbes y ayant une tangente fixe t au
point x. Les quadriques Q,, et les plans osculateurs a a ces cour-
bes y se rencontrent suivant les coniques d’'une quadrique
En considérant les quadriques Q, au lieu de Q,, on obtient une
seconde quadrique 3, La quadrique <, lorsque t coincide avec
la tangente a l'asymptotique v et la quadrique lorsque t
coincide avec la tangente a lI’asymptotique u, coincident; on
obtient ainsi la quadrique de Rompiani.

On peut aussi considérer le lieu des coniques communes aux
quadriques Q,, QU (en dehors des tangentes asymptotiques au
point x). On obtient ainsi une quadrique <>. Lorsque t coincide
soit avec la tangente a I'asymptotique u, soit avec la tangente a
I'asymptotique v, on obtient la méme quadrique ®t (2).

Si I'on considére en un point d'une surface les courbes tan-
gentes a une asymptotique, les quadriques osculatrices aux
réglées engendrées par les tangentes asymptotiques aux diffé-
rents points d'une de ces courbes, le long des droites passant
par le point considéré, ont en commun une conique dont le lieu,
lorsque la courbe varie, est une quadrique appartenant au fais-
ceau de Darboux et qui est indépendante de Vasymptotique
considéree.

tl) Ein Analagon der Quadrik von Lie in der projektiven Flachen-
theorie (Mathematische Zeitschrift, 1929, t. XXIX, pp. 678-683).

(2) Nous utilisons, dans cette note, les notations et les résultats exposés
dans notre travail : La théorie des surfaces et I'espace réglé (Paris,
Hermann, Actualités scientifiques et industrielles, 1934).
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1. Soit, dans un espace ordinaire, (x) une surface non réglée
rapportée a ses asymptotiques u, v. Les coordonnées projectives
normales de Wilczynski d’un point x de la surface (x) satisfont
au systeme d’équations aux dérivées partielles compléetement
intégrables

+ 2bxil + ctx =0, X022 + 2 axil + c2xX = 0,

ol a, b, Cj, c2 sont des fonctions de u, v différentiables autant
de fois qu'il sera nécessaire, les deux premiéres n'étant pas
identiqguement nulles.

Considérons en un point x ordinaire de la surface (x), une
courbe tracée sur cette surface et définie par u=u(t), v=v(t).
A cette courbe y, on peut attacher deux surfaces réglées : I'une
R, est le lieu des tangentes aux asymptotiques u aux différents
points de y; l'autre, R0, est le lieu des tangentes aux asymptoti-
ques v aux différents points de la courbe. Désignons par Q, la
quadrique osculatrice a la réglée R, le long de la génératrice
passant par le point x; par Qv la quadrique osculatrice a la
réglée R, le long de la génératrice passant par le méme point.

Nous allons rechercher les équations des quadriques Q,, Q,
en prenant pour tétraédre de référence le tétraédre de Cartan
attaché au point x de la surface (x). Ce tétraédre a pour arétes
opposées les directrices de Wilczynski de la surface. Ses som-
mets sont les points

X, m=x(loga)ll—2xl, n=x(log by— 2xI,
y = [8nb— (log a)ll (logé)l] x + 2x10(logu)il + 2x““(log a)10 — tx!l.

Les coordonnées d’un point de I'espace peuvent se mettre
sous la forme

Z\X -|- -\- z3n -f- Zdy;
z,, 2, z3, z4 sont les coordonnées locales du point.

2. Pour obtenir les équations des quadriques Qu, Q,, nous
pouvons opérer de la maniére suivante : Soit Q I’hyperqua-
drique d’un espace linéaire a cing dimensions représentant les
droites de I'espace ordinaire. Désignons par U, V les points de
Q représentant les tangentes xx10, xx0l aux asymptotiques u, v
de la surface (x) au point x. Les points U, V se correspondent
dans une transformation de Laplace (Tzitzeica, Bompiani) et
l'on a

Ull+2bv=0  VIl+2aU =0
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A la réglée Ft, correspond sur la surface (U) la courbe y«
d’équations u=u(t), v=v[t). Le plan osculateur au point U a
cette courbe Yu coupe Q suivant une conique dont les points
représentent les génératrices d’'un mode de la quadrique Q,.

Cela étant, représentons par Ult IL,... les transformés suc-
cessifs de Laplace de U dans le sens des v, par V,, V2,... ceux
de V dans le sens des u. Le plan osculateur a la courbe  au
point U est déterminé par les points

U, U* =—2b\du + [\l + XI(\ogby]dv,

U** = —2b [V, + V (log aby°] du-—2b [V (log b)it — 2aU] dudv
+ [U* + U, (log b-hdf* + U j (log by- + (log by2! U] dv2 — 2bVd*u
L [Uj + U (log 6)01] d2v.

Un point de ce plan peut se mettre sous la forme
AU - [rU vU** = ti2U2 + rul’i + r,0U + £0V -f- AL -|- £V2.

Si ce point appartient a I’hyperquadrique Q, c’est-a-dire si
I'on a

p-nl + K —yi2 (log bh4yj2 — 2yilyi2 — a$i — [$, — 22 (log a /q)10]2

+2«. =0,
il lui correspond la droite commune aux plans
r* IX (IQg + N — — 27N0z3 + 200N
+  —7P1(log ak,y° -f azl] =0,
X (log bhyy — -il —-3,-3 + 220M — \iza + ?2|>3(log ak4)io — 0s4] =0,

fi2[-2(log bhl))l—"zy\ —t;1z2-y2t"zt—Itzi -f §2|>2(log ahsy°—-J =0,
11, [22 + z4 (log bh{)M] — rilz4 + Caz4 — £> [23 + 24 (log akty’] = 0.

On trouve ainsi, pour équation locale de la quadrique Q,,

(z4z4 + z223) dv3 + 4bz2z4 dudv? — 4 bz3zaduldv )
+ 4bz4[dvd2u — dud2v — 2bdus + (log nb)lodu2dv] = 0. | h

De méme, a la réglée R, correspond sur la surface (V) la
courbe yv d’équations u=u(t), v=v(t). Le plan osculateur a cette
courbe au point V coupe Q suivant une conique représentant
les géneratrices d’un mode de la quadrique Q,. Celle-ci a pour
équation

(-i-i + 2223) dus3— iaz2z4dudv? + 4 az3zadu2dv
+ 4nzé\dud2v — dvd2u — 2adv3 + (log ab'f dudv?] = 0. 2
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3. Les quadriques Q,, Q, appartiennent au systeme linéaire
(@, z4 0~ z223) -)- "kez'2z4 + "3z3z4 + "ASE = 1),

formé par les quadriques ayant un contact du second ordre
avec la surface (x) au point x. Ces quadriques forment, comme
on sait, un systeme homaloidal. Rapportons projectivement ces
quadriques aux plans d’un espace S en posant (X)

xt X2 X3 X!
I T e 2 B 2
On en déduit

X(Xt— X2x3  XoXt  x3xt Kl
Rappelons que la quadrique
~1~4d-~23=10
est la quadrique de Lie attachée au point x a la surface (x).

4. Ecrivons I’équation d’une quadrique Q, sous la forme
0*1-L + "2*3) + "2*2*4 (~ 73"8*4 d- MM = 0
et celle d’une quadrique Q, sous la forme
pl (+1*4 d" *2-%3) d- {"2"2xa d- P3*3*4 d" pd~4 = O-

En éliminant du, dv et du d2 v— dv d3 u, on obtient les rela-
tions

pui = Vs> PN = l6abW,  pp-3 = 16fIEAXS,

—8al P\/n d* 16abl; — VW — (log abfr
ppq = 8al e
et
PXj = fh2jis,  pal = 16a6(jquz X3 -- 16rt6fqlA3,
on  sap 2W  16abu?— [2f—2pg (log ab)uf

d- 2[A(lu2(log ab)

Entre les quadriques Qu, Q, il existe donc une correspon-
dance birationnelle quadratique.

(i) Nous avons déja eu l'occasion d'utiliser cette transformation. Voir
Sur les quadriques de Moutard (Bull, de la Soc. roy. des Sciences de
Liege, 1933, pp. 100-104); Sur une propriété de la premiére droite de Green
d’'une surface (Bull, de I'Acad. roy. de Belgique, 1936, pp. 670-673).
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Interprétons les X comme coordonnées des points d’un espace
(X) et les (x comme celles des points d’un espace (g).

Dans I'espace (X), le systeme homaloidal de la transformation
a pour base les droites X!=X2=0, X1=X3=0 et le point

X2=0, X3=0  Xi-fgabXi=0.

Au domaine de ce point correspondent, dans I'espace (p.), les
points du plan u™O. Aux points infiniment voisins de la
droite Xj==X2=0 correspondent les points du plan p2=0 et aux
points infiniment voisins de la droite X{=X3=0, ceux du plan
'3=°-

De méme, dans I'espace (j), le systtme homaloidal de la
transformation a pour base la droite ~="=0, a laquelle cor-
respond X2=0 dans l’espace (X); la droite [x/=[x3=0, a laquelle
correspond X3=0; enfin le point

=pld=o, u, -f- 8&by.4 = o0

auquel correspond le plan X3=0.
Les espaces (X), (2) étant superposeés, les points unis sont don-
nés par

16ab'k\ =+ X2X3, X, [X2 (log ab)w — X3 (log «&)i0] = 0.

D’autre part, aux quadriques Q,, correspondent, dans I’espace
(X), les points du cone

X -\- 4bXia3 =0
et aux quadriques Q,, dans I’espace (jx), les points du cone
[x -fd4aXjx2x =0

Un point commun a ces quatre surfaces doit satisfaire aux
relations

a\—bll =0, X2 (log ab)m — X3 (log ab)n = 0

ou coincider avec le point (0, 0, 0, 1). Le premier cas ne peut se
présenter pour une surface quelconque. Le second donne la
quadrique z|=0. On voit donc qu’il n’existe pas en général une
courbe tracée sur une surface telle que les quadriques Q,, Q,
attachées a un point de cette courbe soient irréductibles et coin-
cident.

Observons qu’a la quadrique de Lie (XI=1, X2=X3=X4=0)
considérée comme quadrique Qu correspond la quadrique z| =0.
Il en est de méme si la quadrique de Lie est considérée comme
quadrique Q,, ce qui est géométriqguement évident.
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5 Le plan oscillateur & la courbe y au point x a pour équa-
tion locale
z2dudv? — z3du*dv

'(log «)10 dvddv — (log b)m dudv?2 — 2 bdu3
+ 2advs + dudlv — dvdHi

Considérons les courbes y ayant une tangente fixe au point x.
Le lieu de I'intersection de la quadrique Qu et du plan oscula-
teur s’obtiendra en éliminant dv d2 u — du d2 v entre les équa-
tions (1) et (5). En négligeant le plan z4=0, on trouve la qua-
drique

(zlzt - 2283 - 8cibZj) dvi - SbzM(zedudv2  z°duadv] | A
+ 4 b2\ [(log a2b)n didde — (log b)V dudvi— 4bdu3] = 0. |

En considérant la quadrique Q, au lieu de la quadrique Qu,
on trouve la quadrigue

(-2 + ztz» + 8 abz'i) dus + 8 azt (z3diddv — z2dudv2)* )
+ 4az\ [(log ab-f dudvl— (log a)ll diddv — 4add3] = 0. j

Si I'on considére les courbes y tangentes a l’asymptotique
v (du=0) au point x, la quadrique (6) devient

N+ 2223 - ~abZ'l — &

Si, d’autre part, on considére les courbes y tangentes a
I’'asymptotique u (dv=0) au méme point, la quadrique (7) coin-
cide avec la méme quadrique. La quadrique (8) est la quadrique
de Bompiani (loc. cit.).

6. Une quadrique Q, et la quadrique homologue Q, ont en
commun les tangentes asymptotiques et une conique passant
par le point x, osculatrice a la surface en ce point. Le lieu de
cette conique, lorsque I’'on considére les courbes y ayant méme
tangente au point x, est la quadrique

(24.24 + 2223 — 8 abzi) (add3 + bdu3)
+ 4 abz\ [(log ab)i du + (log ab)i dv] dudv = 0.

Lorsque I’on considére les courbes y tangentes a I'asympto-
tigue u (dv=0) ou a I'asymptotique v (du=0), on trouve la
quadrique

2474 *H £2/3 — $abz\ — 0, (9)
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c’est-a-dire la quadrique donnée par

—X3—0, lj--8ab\, O
rencontrée plus haut.

Cette quadrique fait partie du faisceau de Darboux; elle est
liée d’une maniére intrinséque au point x a la surface (x).

7. On peut observer que le carré de la transformation (3) est
I’lhomologie
a=>_\=
N\ \ 3 \—2\(logabyu + 2)3(log aby
et le carré de la transformation (4), I’'homologie
Fl _Fi R pj
Fi_ F~ Fs Fj—~Fa(log aby + 2 a(log aby'

Ces deux homologies sont évidemment I'inverse l'une de
l'autre.

Liege, le 9 mai 1938.

M. HAYEZ, Imprimeur de I’Académie royale de Belgique, rue de Louvain, 112, Bruxelles.



