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Variétés mixtes de Segre-Veronese,
par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

On sait que l'on appelle surface de Veronese, du nom du
géometre qui I'a considérée en premier lieu, la surface obtenue en
rapportant projectivement aux hyperplans d’'un espace S5 les
coniques d'un plan (4). Plus généralement, on appelle variété de
Veronese la variété obtenue eu rapportant projectivement les
hypersurfaces d'un certain ordre d’'un espace linéaire donné aux
hyperplans d'un éspace linéaire a un nombre convenable de
dimensions. C. Segre a, d'autre part, considéré certaines variétés,
qui portent son nom, représentant les groupes de points de
plusieurs espaces linéaires (). Ainsi les couples de points de deux
plans sont représentés par une variété a quatre dimensions, d’ordre
six, appartenant a un espace linéaire a huit dimensions. On peut
arriver au concept de variété de Segre de la maniére suivante :
Considérons n espaces linéaires de dimensions ru r2, ..., rn et les
relations linéaires séparément par rapport aux coordonnées des
points de ces espaces. Ces relations dépendent de

R+I=(n+D@2+D...(rm+1)

parameétres homogeénes. Rapportons projectivement les correspon-
dances multilinéaires représentées par ces relations aux hyper-
plans d'un espace linéaire & R dimensions. On obtient ainsi la
variété de Segre représentant les groupes de «points pris un dans
chacun des espaces considérés. Cette variété a la dimension
ri + P2+ e + -

Dans cette note, nous considérons certaines variétés que nous
appelons variétés mixtes de Segre-Veronese, obtenues de la
maniére suivante : Au lieu de considérer des relations linéaires
par rapport aux coordonnées ponctuelles des espaces a rlt r2,...,m
dimensions, nous considérons des relations séparément d’ordres
mit ..., mn par rapport aux coordonnées de ces espaces. Si R' + 1
est le nombre de paramétres homogénes dont dépendent ces

(1) G. Veronese, La superficie omaloide... (Mem. R. Accad. Lincei, 1883-
1884); C. Segre, Considerazioni intorno alla geometria delle coniche di
un piano... [Atti R. Accad. Torino, 1885); E. Bertini, Introduzione alla
Geometria proiettiva degli iperspazi (Pisa, Spoerri, 1907).

(2) Sulle varieta che rappresentano le coppie di punti di due piani
o spazi (Rendiconti Circolo Matematico di Palermo, 1891).
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relations, nous rapportons projectivement les correspondances
qu’elles représentent aux hyperplans d’'un espace linéaire a R'
dimensions. Nous obtenons ainsi une variété qui représente les
groupes de points pris un dans chacun des espaces primitifs. Mais
alors que la variété de Segre contient des familles d’espaces
linéaires, la variété que nous considérons contient des familles de
variétés de Veronese.

Nous nous limitons dailleurs au cas de deux espaces (n = 2) et
nous commengons par considérer les cas les plus simples.

1. Considérons deux droites (y), (z) et les correspondances (2,1)
entre les points de ces droites. Une telle correspondance a une
équation de la forme

—Citilf/iyk —~b U k, 1 =1,2).

Rapportons projectivement ces correspondances aux hyperplans

d’un espace linéaire S3en posant

XM= ytykZi =yky,z{ (i, h, 1-=1, 2),
les six quantités Xm étant les coordonnées d’'un point de S5

L’élimination des y, z entre les équations précédentes donne
les équations

X,,, X Xgei

X X2 Xon
Xi2, = X1(1 X2}, @)
X,22 = X112 X222, 3)

Les équations (1) représentent une variété cubique Vf a trois
dimensions; I'équation (2) représente un cdne quadratique dont
le sommet : le plan

Xz = XW = XN, = o,

appartient a la variété V|. L’équation (3) est une conséquence des
équations (1) et (2) U en résulte que les trois équations consi-
dérées représentent une surface  du quatrieme ordre. Les points
de cette surface correspondent aux couples de points y, z des
droites données.

Aux couples formés d’'un point y fixe et d'un point ~ variable
correspondent sur la surface les points d'une droite g d’équations

X,u XA — X2 Xlj2 X X
W\ y< Ih YW W YA A



76 —

Aux groupes formés d’'un point s fixe et d’'un point y variable
correspondent au V| les points d’'une conique y située dans le plan

Xj» X Xei
X2 Xm X222 -2

Ces droites et ces coniques forment des faisceaux et sont unisé-
cantes. La surface est une réglée rationnelle normale ayant
comme directrices des coniques.

2. Une correspondance (2, 1) dégénérée entre les ponctuelles
(y), (s) peut étre représentée par

ViVk) —0.

Elle associe a un point 2 fixe un point y variable, et a deux
points y fixes, un point 2 variable. A une telle correspondance
correspond, dans S5 un hyperplan coupant la surface V2 suivant
une conique y et deux droites g.

On peut rechercher l'ordre de la surface  par deux autres
procédés.

Considérons deux correspondances dégenérées entre les ponc-
tuelles (y), (2). La premiére associe deux points fixes P4, P{ de (y)
et un point fixe Q, de (r); la seconde associe deux points fixes
P2, P2 de (y) et un point fixe Q2 de (2). Les hyperplans correspon-
dants dans S5 ont en commun un espace S coupant V| suivant
quatre points représentant les couples (P,, Q2), (P,, 02), (P2, Cfi),
(Pi.Q) »

On peut également considérer deux hyperplans quelconques

£ Zim xikl — 0, £ X*=0, ()
c'est-a-dire les correspondances
EEMihyh —0, £ ytyk =0
En éliminant zly z2 entre ces équations, on obtient
-SmiVivk =0
Vi yk £ lu* yt yk

équations qui représentent quatre points de la droite y, auxquels
correspondent les quatre points d’intersection de la surface V| avec
I'espace S3 commun aux hyperplans (4).3

3. Une hyperquadrique VJ de S3 coupe la surface V| suivant une
courbe C§ d’'ordre huit. Les coniquesy de la surface découpent
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sur Qs une série linéaire g\ et les droites de la surface une série
linéaire g\. Les droites et les coniques étant unisécantes, les séries
0\ et gi ne peuvent avoir de couple commun. On sait que sur une
courbe de genre n, deux séries linéaires gi, gh ont en commun
(m —1) (n— 1) —ri couples de points. Actuellement ona» = 4,
n—2, d'ou 1t = 3. Une hyperquadrique découpe donc sur V| une
courbe d'ordre huit, hyperelliptique, de genre trois.

Plus généralement, une hypersurface V", d’ordre n, coupe la
surface V| suivant une courbe d’ordre An, de genre

T=02n—1)(n—1).

4 Considérons maintenant une droite (y) et un plan (s); une
correspondance (2, 1) entre ces formes est représentée par
I'égquation

Vivuh=0 (i,A=12;1=1 2, 3).

Rapportons projectivement ces correspondances aux hyperplans

d'un espace S§ & huit dimensions en posant

P'&wl = ytyKSi--=yKyiSi (i,k=12;1=123), (1

les X étant les coordonnées d’'un point de Ss Les équations (1)
sont les équations paramétriques d’une variété V3 a trois dimen-
sions, représentant les couples de points y, z.

Une correspondance dégénérée entre (y) et (z) est représentée
par I'équation

£m Vi VK) *) — 0

Elle associe a deux points fixes de la droite (y) un point quel-
conque z et aux points d’'une droite fixe du plan (z) un point
guelcongue y.

Considérons trois correspondances dégénérées associant : la
premiere deux points fixes Pt, P{ de (y) et une droite fixe ri du
plan (3); la seconde deux points fixes P2 P2 de (y) et une droite
fixe r2 de (3); la troisieme deux points fixes P3, P3de (y) et une
droite fixe r3de (3). L'espace S5 commun aux hyperplans homo-
logues des trois correspondances considérées coupe la variété V3
aux points représentant les couples (Pi,r2r3),(Poérzr3), ...,(P3, *trl),
c’est-a-dire en six points. La variété est donc une variété VJdu
sixieme ordre.

Drailleurs, si I'on considére trois hyperplans guelcongues

"EiftpXjw =0,  Jj%IhIXiK, = 0, =0
et les correspondances homologues
mViVk” =0, ytyx Zi = x, ZZmy(ykzZi =0,
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I'élimination de  z.,, Z3 entre ces équations donne
I RA i/ K *fiy* <nciiivivk | =0 v=1223),

c’est-a-dire une équation qui représente six points de la droite (y).
A ces six points correspondent les six points de rencontre de
Vljavec I'espace S5 commun aux trois I"perplans considérés.

Aux groupes formés d'un pointy fixe et d’'un point z variable
correspondent sur Vj les points d'un plan @ variable dans une
série oct d'indice un. Deux plans de cette série ne se rencon-
trent pas.

Aux groupes formés d’un point z fixe et d'un point y variable
correspondent sur V|les points d’une conique y, variable dans une
congruence linéaire.

Un plan a et une conique y se rencontrent en un seul point.

Aux groupes formés par les points de {y) et les points d'une
droite du plan (s) correspondent sur V| les points d’une surface
VJ de I’'espéce rencontrée plus haut (n° 1), variable dans un réseau.
Deux de ces surfaces ont en commun une conique y; le réseau
[ VJ| est composé au moyen de la congruence desy.

A une correspondance dégenérée correspond un hyperplan ren-
contrant la variété V@ suivant une surface VJ et deux plans a.

5. La section de la variété  par un espace S, est une courbe
du sixieme ordre, donc rationnelle. On peut le vérifier de la
maniére suivante :

Considérons deux hyperplans passant par Sé et soient
Y\ @ (O, rt, r3) -fy, yt?21 + yY\q2 =0,
YWto O'hrt rd) +yiyttt +ylt* =0
les correspondances homologues, les ¢ et les t étant des formes
linéaires en 1( z, z3.
L'élimination de yh yz entre ces équations donne

™ To : 7* fo I

'K to ti to ti

A la section de VJ par S, correspond donc dans le plan (z) une
courbe du quatriéme ordre. Celle-ci posséde trois points doubles,
représentés par les équations

fo fi )
to tl tz

La courbe du quatrieme ordre est donc rationnelle.



79

La section de V| par un hyperplan S7 est une surface réglée
normale.

6. Envisageons maintenant les correspondances (2, 1)
* Viyh =0 (zh—123;4=12)

entre un plan (y) et une droite
Rapportons projectivement ces correspondances aux hyperplans
d’'un espace Su en posant

PXisl=Viyhz, (k=123 1=12).

Nous obtenons ainsi les équations paramétriques d’'une variété
V3 représentant les couples de points y, z du plan (y) et de la
droite ().

Une correspondance dégénérée est représentée par une équation

X i (S&*)=0;

elle associe & une conique fixe du plan (y) un point quelconque de
la droite (z) et a un point fixe de cette droite un point quelconque
du plan (y).

Considérons trois correspondances dégénérées associant : la
premiére une conique p, du plan (y) et un point P, de la droite (s);
la seconde une conique p2et un point P2; la troisiéme une conique p3
et un point P3. L’espace S§ commun aux trois hyperplans homo-
logues des correspondances envisagées coupe la variété V3 en
douze points représentant le point P, et chacun des quatre points
communs aux coniques p2, p3; le point P2 et chacun des quatre
points communs aux coniques p3, p,; enfin le point P3 et chacun
des quatre points communs aux coniques p,, p2 La variété est donc
une variété Vf d'ordre douze.

On peut également rechercher I'ordre de Vf en considérant ses
intersections avec un espace S8 quelconque, commun & trois
hyperplans homologues de trois correspondances

Viyk —0) X%KIytykZi =o, Xijluyhyh =o
L’élimination de z,, z2 entre ces équations donne
yk Xiifti yi y* 2/i yk
X £ilt2 z/i yh yi yh X ytyh
Cette matrice s'annule pour douze points, qui correspondent

aux points communs a Vf et a I'espace S8 considéré.
Aux groupes formés d’un point fixe y et d’'un point z variable
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correspondent sur VT les points d'une droite g, variable dans une
congruence linéaire. Aux groupes formés d'un point fixe z et
d’un point y variable correspondent les points d’une surface de
Veronese <p, variable dans un faisceau dépourvu de points-base.
Les droites g et les surfaces < sont unisécantes.

Aux groupes formés d’'un point y variable sur une droite du
plan (y) et d'un point z quelconque correspondent les points
d’une surface V| du type rencontré au début de ce travail (n° 1). La
surface V| coupe chacune des surfaces <F suivant une conique et
contient ool droites g. Les surfaces VE tracées sur Vf forment un
réseau composé au moyen de la congruence formée par les
droites g. Deux surfaces V" ont en commun une droite g.

Aux groupes formés d’un point y variable sur une conique du
plan (y) et d’un point z variable correspondent sur Vf les points
d’une surface VF qui est équivalente aux surfaces 2 V|. Ces surfacs 'F
sont donc d’ordre huit et forment un systéme linéaire de dimen-
sion cing, composé au moyen de la congruence des droites g.
Deux surfaces VF se rencontrent suivant quatre droites g.

Un hyperplan homologue d'une correspondance dégénérée
coupe VT suivant une surface VF et une surface de Veronese ‘F.

Les droites g établissent, entre deux surfaces <, une correspon-
dance sans exception. Sous cette forme, la variété Vf a été
considérée récemment par Mlle Pissard ().

7. Soient maintenant deux plans (y), (z). Considérons les
correspondances (2, 1), d’équations du type

-ImViykZi=0 (i, k, 1=1,2,3),
entre ces plans. Rapportons projectivement ces correspondances
aux hyperplans d'un espace Si7 en posant

PXjlj; = Uiy (i, k,1=1,2,3);

nous obtenons ainsi les équations paramétriques d’une variété V4,
représentant les couples de pointsy, z des deux plans donnés.
Dans une correspondance dégénérée
(X yiyk) (SE{zt) =0,
a une conique fixe p du plan (y) sont associés les points du
plan (z) et a une droite fixe r du plan (s) sont associés les points
du plan (y).

(3) Sur une variété algébrique a trois dimensions [Bull. Soc. roy. des
Sciences de Liége, 1941, pp. 643-647).
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Fixons l'attention sur quatre correspondances dégénérées,
linéairement indépendantes, et soient p,, p2 p3, pt les coniques
correspondantes du plan (y), r,, r2, r3 ri les droites associées du
plan (Y). On peut associer de 24 manieres différentes un point
commun a deux coniques pt, pft et un point commun a deux
droitesr,, rh, les indices i, Kk,j, h étant, dans un certain ordre, les
nombres 1, 2, 3, 4 1l en résulte que I'espace SI3 commun aux
quatre hyperplans de S17, homologues des correspondances dégé-
nérées considerées, rencontre V4 en 24 points. Celle-ci est donc
une variété Vf, d’'ordre 24.

Ou encore, considérons quatre hyperplans indépendants passant
par un espace Si3 et soient

~LUfilQN, Y2, y3) + 2 F2+ -3fis=0  (i=1,23,4)
les correspondances homologues, les ¢ étant des formes quadra-

tiques en yu y2, y3
L’élimination de zif z2, z3 entre les équations précédentes donne

fil 21 fsi fil
F< 22 32 f< — O
fis 23 33 43

Ces équations représentent 24 points, qui correspondent aux
24 points de rencontre de Vf avec I'espace S13 considére.

Aux groupes de points formés d’'un point fixe y et d’un point z
variable correspondent sur Vf les points d’'un plan a, variable
dans uue congruence linéaire. Deux plans de cette congruence ne
peuvent se rencontrer. Aux groupes de points formés d’un point
variable y et d’un point fixe s correspondent sur VT les points
d’une surface de Veronese <P variable dans une congruence
linéaire. Deux surfaces <> ne se rencontrent pas, mais une
surface <I et un plan a se rencontrent en un point.

Lorsque y varie dans le plan {y) et z sur une droite du plan (2),
ou obtient sur Vfune variété Vf de I'espéce rencontrée plus
haut (n° 6). Ces variétés forment un réseau; chacune d'elles
contient oc! surfaces <> et deux variétés du réseau ont en commun
une surface

Lorsque y décrit une droite du plan (y), z étant quelconque, on
obtient sur VVf une variété V| (n° 4) variable dans un réseau. La
variété V3 contient ool plans a et deux variétés du réseau se
rencontrent suivant un plan a. Lorsque y décrit une conique du
plan (y) et z le plan (z), on obtient sur Vf une variété Qf équiva-
lente 4 2V|.
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Un hyperplan homologue d’une correspondance dégénérée
coupe VA suivant une variété Vf et une variété Qf.

Une variété Vf et une variété VA ont en commun une surface
V* (n° 1); donc une variété Vf et une variété Uf ont en commun
une surface du huitiéme ordre.

8 La section de la variété Vji par un espace Sl est une courbe C
de genre dix. En effet, si I'on considére trois hyperplans indépen-
dants passant par SMet si les correspondances homologues ont
pour équations

oz fil {Vi, y2.of3) + 22« + *3fis =0 {i=i,2 3),

a la courbe C correspond point par point la courbe plane
| pii %31 =0 u=L 3),

du sixiéme ordre, en général dépourvue de points doubles, donc
de genre dix.

La section de la variété Vf par un espace S est une surface
rationnelle F. En effet, les courbes sections de la variété V3 sont
rationnelles; ces variétés forment un réseau sur Vf et découpent
donc un réseau de courbes rationnelles du sixiéme ordre sur la
surface F. Deux variétés Vg ont en commun un plan a et par
conséquent le réseau que ces variétés découpent sur F est homa-
loidal.

Dailleurs, l'ordre 24 de F est supérieur au double 18 du genre
de ses sections hyperplanes diminué de deux unités et, d'autre
part, F estune surface réguliere.

9. Plus généralement, considérons un espace linéaire (y) a
r dimensions et un espace linéaire (z) a s dimensions. Une corres-
pondance (m, ri) entre ces espaces sera représentée par une forme
algébrique d’ordre m par rapport aux coordonnées yb vy,, ...,yr
d’un point de (y), dont les coefficients sont des formes d’ordre n
par rapport aux coordonnées z0, ziy..., zs des points z. Une telle
correspondance dépend de

N Cm+ Cn+s

coefficients indépendants.

Rapportons projectivement les correspondances envisagées aux
hyperplans d’un espace Sa a R dimensions. Aux couples de points
y, zZ correspondent les points d’une variété V?+s, a r-)-s dimen-
sions, d’'un certain ordre N.
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Une correspondance dégénérée associe a une hypersurface
d'ordre m de I'espace (y) un point quelconque de (z), et & une
hypersurface d'ordre n de (r) un point quelconque de (y). Consi-
dérons r-\-s correspondances dégénérées, c'est-a-dire r + s hyper-
surfaces d’ordre m de (y) et r -j- s hypersurfaces d’ordre n de (2),
ces deux groupes d’hypersurfaces étant référés I'un a l'autre.
Prenons r hypersurfaces de I'espace {y) et les s hypersurfaces de
I’'espace z qui ne leur correspondent pas. Au groupe formé d'un
point y commun aux r premiéres hypersurfaces et d'un point z
commun aux s derniéres correspond un point de la variété VIS
appartenant a l'espace SR r s commun aux r + s hyperplans
de SR homologue des r + s correspondances considérées. Uy a
mr n*couples de points y,z satisfaisant aux conditions précédentes.
D’autre part, les groupes d’hypersurfaces envisagés peuvent étre
formés de (rfs) maniéres. On en conclut que I'espace Sr™ coupe

sen

points.

Aux groupes formés d’'un point fixe y et d'un point variable
correspondent sur VIS les points d'une variété (de Veronese) Vs
d’ordre ns, variable dans un systéme xr, d'indice un; deux variétés
de ce systéme ne se rencontrent pas. De méme, aux groupes
formés d’un point y variable et d’un points fixe correspondent les
points d une variété (de Veronese) Vr d'ordre fnr, variable dans
un systéme oos, d'indice un; deux variétés de ce systéme ne se
rencontrent pas. Une variété Vr et une variété V, se rencontrent

en un seul point. _ _
Liege, le 2 février 1942.



