Sur les involutions cycliques du troisieme ordre
appartenant a une surface algébrique,

par Lucien GODEAUX,
Correspondant de I’Académie.

Dans un travail antérieur (1), nous avons étudié les involu-
tions cycliques du troisiéme ordre, n’ayant qu’un nombre fini
de points unis, appartenant a une surface algébrique; nous
avons construit des surfaces images de ces involutions et déter-
miné les relations fonctionnelles entre les différents systémes
de courbes de la surface image provenant d’'un méme systeme
linéaire de la surface support d’une involution. Dans ce
nouveau travail, nous nous proposons d'étudier les systémes
canoniques et pluricanoniques des surfaces en question.

Considérons une surface algébrique contenant une involu-
tion cyclique du troisiéme ordre, n'ayant qu’un nombre fini de
points unis, possédant un systéme canonique simple au moins
triplement infini. Ce systéme contient deux ou trois systémes
linéaires partiels composés au moyen de ['involution; I'un de
ces systétmes a pour homologue, sur une surface image de
I’involution, le systéme canonique de celte surface. C'est la

tl) Recherches sur les involutions cubiques appartenant a une surface
algébrique (Bull, de I’Acad. roy. de Belgique, 1921, pp. 105-124). Voir aussi
Recherches sur les involutions douées d’'un nombre fini de points de
coincidence appartenant a une surface algébrique (Bull, de la Soc.
Mathém. de France, 1919, pp. 1-16), Recherches sur les involutions cycli-
ques appartenant a une surface algébrique (Bull, de I'Acad. roy. de
Belgique, 1930, pp. 450-467; 1931, pp. 1131-1150, 1356-1364; 1935, pp. 338-344).
Nous avons résumé nos recherches sur la théorie des involutions dans
un exposé paru dans la collection des Actualités scientifiques : Les invo-
lutions cycliques appartenant a une surface algébrique (Exposés de Géo-
métrie publiés sous la direction de M. E. Cartan. Paris, Hermann,
1935, 43 p.).
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L. Godeaux. — Sur les involutions cycliques

formation de ce systeme canonique et de ses multiples que
nous étudions. Nous donnons également des exemples des
surfaces rencontrées.

1. Soit F une surface algébrique de genre géométrique py
au moins égal & quatre, dont le systétme canonique |Cj est
simple, possédant une involution cyclique I3, d’ordre trois,
n‘ayant qu’un nombre fini de points unis. Ceux-ci peuvent
étre de deux espeéces :

1° Les points unis parfaits. Tout point de F situé dans le
domaine du premier ordre d’un point uni parfait est uni pour
I'involution ;

4° Les points unis non parfaits. Dans le domaine du premier
ordre d’un tel point sur la surface F, il existe deux points
unis pour 13,

Rapportons projectivement les courbes C aux hyperplans
d’un espace S a pg — ! dimensions. A la surface F correspond
dans cet espace une surface simple, modéle canonique de F,
que nous désignerons encore par F. La transformation bira-
tionnelle de F en elle-méme, génératrice de I'involution 13, est
une homographie H de I'espace S, de période trois, possédant
deux ou trois axes ponctuels.

Désignons par < une surface image de I'involulion I3 et par
| T| le systéme canonique de cette surface. Nous avons établi
gu'aux courbes F correspondent sur la surface F des courbes C
passant simplement par les points unis parfaits de 13, mais ne
passant pas par les points unis non parfaits.

2. Supposons en premier lieu que I’hnomographie 1l posséde
trois axes ponctuels (espaces linéaires lieux de points unis)
t0, 3-j, 2. Nous désignerons par SO, S1( £2 les systémes
d'hyperplans de S passant respectivement par les axes 0 et a2,

et <0, o0 et oj. Les hyperplans de EO, El( S2 découpent
sur F des systémes linéaires de courbes canoniques, respective-
ment C0j, |Cj|, |Gjg |, composés au moyen de I'involution 13,
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du troisieme ordre appartenant a une surface algébrique.

L’'un de ces systemes, |CO], est le transformé du systeme
canonique L de <b.

Soit A un point uni parfait de 13. Les courbes C0 doivent
passer simplement par ce point et par conséquent celui-ci
appartient a un des axes <1( <2. Le plan langent a & F en A est
uni pour I’homographie H et dans ce plan, cette homographie
détermine une homologie de centre A. L axe de cette homo-
logie ne peut appartenir a a, ou a <2, puisque les hyperplans
de S0 ne peuvent contenir le plan a. 11 en résulte que le plan a
rencontre <0 suivant une droite, axe de I’homologie déter-
minée dans ce plan par H.

Soit maintenant B un point uni non parfait de 13. Comme
il ne peut appartenir aux courbes C0, il est situé dans ! espace 0-0.
Dans le plan tangent 3 a F en B, H détermine une homo-
graphie non homologique; par suite (3 s’appuie en un point
sur al el en un point sur «2

Nous supposerons que lI'involulion 13 posséde x4 points unis
parfaits appartenant & tl, x2 points unis parfaits appartenant
a s? et x0 points unis non parfaits appartenant a (o0.

Les courbes C0 passent par les x, -|- x2 points unis parfaits;
les courbes Cj passent par les x2 points unis parfaits appar-
tenant & 2 et par les x0 points unis non parfaits; en ces
derniers points, elles ont des tangentes fixes (s’appuyant
sur e2). Enfin, les courbes C2 passent par les X, points unis
parfaits appartenant a o et les x0 points unis non parfaits en
ayant, en chacun de ces derniers points, une tangente fixe
S’appuyant sur <,

3. Aux systémes |CO|, |C4l, |C,| correspondent sur <> des
systéemes linéaires complets |F |, [Tt |, | I'2; le premier est le
systéeme canonique de la surface. Si nous désignons par pn)
le genre linéaire de la surface F, le genre linéaire Ttn'de ‘I* est
donné par la relation

pb—1=3Ww>—1) + xt + x2
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A un point uni parfait de f3 correspond sur ¢ un point
triple équivalent, au point de vue des transformations Irra-
tionnelles, a une courbe rationnelle de degré — 3. A un point
uni non parfait correspond sur  un point double biplanaire
ordinaire équivalent a deux courbes rationnelles de degré — 2
se coupant en un point.

Désignons par Au(T=\, 2, les points unis parfaits
appartenant a <d; par au les courbes correspondantes sur
par A2-(i=1, 2, t2) les points unis parfaits apparte-
nant a =2; par a2 les courbes correspondantes sur <I>;, par
B* (i =1, 2, x0) les points unis non parfaits (appartenant
a «0); par bn, bi2 les courbes correspondantes sur <F. Les
courbes T rencontrent chacune des courbes alj, a2l en un point.

Les courbes Ci passent par les z2 points unis parfaits
appartenant a <2; comme les hyperplans de S, contiennent
@ et «0, ils contiennent les plans tangents & F aux points
considérés et ceux-ci sont doubles pour les courbes Cd.

Le systeme |C4| a donc le degré effectif p(,)— \ —4t2— 20
et le genre p(l) — ~2.

Le systeme |F, | a donc le degré A(/>(l) — | — 4t2 — 2x0) et
le genre |(pu) — 1 — t0) — x2. l.es courbes ri ne rencontrent
pas les courbes au; elles rencontrent les courbes a2i chacune
en deux points, chacune des courbes bn en un point, mais ne
rencontrent pas les courbes bi2. Les courbes ri rencontrent les
courbes I' en |(/j(l) — 1 — 2t2) points.

Les courbes C2 donnent lieu a des conclusions analogues
pour les courbes F2

A une courbe C non transformée en elle-méme par H corres-
pond sur <h une courbe F appartenant a un systéeme linéaire
qui comprend les courbes 3I\ 317, 3I'? augmentées des
courbes a, b. On trouve précisément les relations fonction-
nelles

3r+SO0u+SO0*s3ri+2S0h+22Db(i + Shi2
= 3fi + 22ak + 2611-|-216«.
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4. Entre les genres arithmétiques pa de F etira de <> nous
avons la relation

30ta + 1) = 9(~a + 1) — i — 12— 2t0.

On en conclut que -~ x2 4~ 2x0 est multiple de 3 D’autre
part, en exprimant le degré, le genre de (TJ, |Fg en fonction
de tih), ainsi que le nombre des points communs aux courbes
Tj, r2 et T, on trouve que Tj — 2x0, x2 — 2x0, xt -f- x2 — t0
et Tj — x2 sont multiples de 3. On en conclut que si t0 divisé
par 3 donne pour reste e, Xj et x2 sont congrus a 2s par rapport
au module 3.

5. Aux courbes bicanoniipies de fl> correspondent sur F des
courbes bicanoniques 2C ayant des points doubles en AIP A2i.
Parmi ces courbes se trouvent les courbes 2C0 et Cj -J- C2. Par
conséquent, le systtme bieanonique 2T de <> comprend les
courbes

FI + 12+ "Nl + AN

Considérons une courbecanoniqueCdeF et soient C',etC" les
courbes que H et H? lui font correspondre. La courbe G--C'-|-G"
appartient & un systeme linéaire partiel D], appartenant au
systéeme tricanonique 3C !, composé au moyen de I'involu-
tion 13. Le systeme | D . contient les systemes [3CO|, j3C2j,
3C, ; il n'a, d'autre part, pour points-base aucun des points
unis de I'involution f3. Les courbes tricanoniques de < doivent
rencontrer chacune des courbes au, a2i en trois points; il leur
correspond donc, sur F, des courbes D ayant des points triples
en Au, A2l, c’est-a-dire les courbes D passant par ces points.
Il en résulte que le systeme tricanonique |3F de *> ne con-
tient pas les courbes 31'j et 3T2 (augmentée de composantes
ali’ az2i' Ml' M2)i

En rapportant les courbes D aux hyperplans d’un espace
linéaire ayant la méme dimension que D , on obtient un
modele projectif normal de <> Aux points unis de I3 corres-
pondent, sur ce modéle projectif, /™ -j- x2 points triples, a cones
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tangents rationnels et «o points doubles biplanaires ordinaires.
Les courbes tricanoniques sont découpées par les hyperplans
passant par les ii -j- t2 points triples.

6. Il estaisé de former des exemples de surfaces F contenant
des involutions cycliques d’ordre trois pour lesquelles t0, xIf ~i
ne sont pas nuis.

La surface du cinquiéme ordre, d'équation

adx\x” + adxix3 4- x\a<xI{xi, x1) + x™x"Xi, xt) -f ab (xt, x2) =0,

ou aj, a3, a5 sont des formes de degrés un, trois, cing en Xi, XX
est transformée en elle-méme par I’nomographie
X\oxiox3ix\=xd:x2: ex3d: &xu

ou e est une racine cubique primitive de I'unité. L’involulion
d’ordre trois, engendrée sur la surface par celle homographie,
possede deux points unis parfaits (0, 0, I, 0), (0, 0, O, 1) et
cing points unis non parfaits situés sur la droite x3= xA=0.
La surface image de I'involution posséde un faisceau de courbes

canoniques de genre deux (').
La surface F, d’ordre huit, d’équation

«0™3na + atx\x\ + a3x3x\ + alx\a, + x$a?t (3, + xg*? + XX
+ + @8xdal + x3xi % + x\oc\ad + xjjab -f X, |35
+ A3 al + a8 = 0,
ou les a, (3, y sont des formes en xt, x2 dont les degrés sont
indiqués par les indices, est également transformée en elle-
méme par I’homographie (I). L’involution I! d’ordre trois
engendrée par celte homographie sur F posséde deux points
unis parfaits (0, U, I, 0), (0, O, 0, 1) et huit points unis non
parfaits situés sur la droite xs—==4=0 ; on a t0=8, Tj=t2="1.
La surface F a les caractéres pa = pg= 35, p(l) = 129. La sur-

tl) Sur les involutions appartenant aux surfaces algébriques (C. R,
1916, t. 163, pp. 361-263); Sur certaines involutions appartenant a une
surface algébrique (Anais da Faculdade de Ciéncias do Porto, 1935, t. 19,
pp. 3-11).
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face d>, image de I’involution 13. a donc les genres p,, = pfl="13,
jP = 42.

7. Envisageons maintenant le cas ou I’homographie H ne
possede que deux axes <u, ag. Au systéme canonique de ¢
correspond sur F le systéme découpé par les hyperplans
passant par I’un des espaces 40, nl, par exemple par Il en
résulte que les points unis parfaits de I'involution 13 appar-
tiennent tous a <7j. D’autre part, I’involution ne peut posseder
de point uni non parfait, car en un tel point, qui appartien-
drait a <0, le plan tangent & F est uni pour I’homographie H
et doit S’appuyer suivant une droite sur <7, ce qui est impos-
sible. L’involution 13 posséde donex points unis parfaits.

Désignons par | CO| le systeme de courbes C découpées sur F
par les hyperplans passant par <r, par Ci| celui des courbes C
découpées sur I" par les hyperplans passant par s0. Ces systemes
sont composés au moyen de I3 et il leur correspond respective-
ment sur d> le svsteine canonique |F de cette surface et un

systeme complet | r4l. Soient A,, ..., AT les points unis de 13,
alt a........ a. les courbes rationnelles de degré — 3 qui leur
correspondent sur d>. On a la relation fonctionnelle

3F + =31V

Si pa, pa) sont les genres arithmétique et linéaire de F,
tiu, ti(l) ceux de 4», on a les relations

3p0+ D =90+ 1) x,
pm—I1 -3(~)—1) x

On en conclut que x et p() — ! sont multiples de 3.
Dailleurs, le systtme F, a le degré ~(pa) — 1) et le genre
B(pVv-1) + L

Dans le systétme hicanonique |2C| de F, il existe trois
systémes partiels composés au moyen de 13. L’'un comprend
les courbes 2C0 et a pour homologue sur > le systeme bicano-
nique 2Fj de celte surface; un second comprend les courbes
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el le troisieme les courbes Cqg-1-Cj. Ces deux derniers
systemes ont pour homologues sur ¢> les systemes 217 |
ir+ r..

Si I’on considére une courbe C et ses transformées C\ C”
par H eL H2 on obtient un systéeme partiel |C + C' + C"|
de courbes tricanoniques, composé au moyen de I3 et com-
prenant les courbes 3C0, 3C4. A celles des.courbes de ce
systéme qui passent par les points Aj. A2, AN\T correspondent
sur <p les courbes tricanoniques 3T de cette surface.

8. Considérons dans I'espace S4 I'homographie de période
trois
X0:xT:x't: @ x\ =x0: x4 x2:ex3:exd, 1)
ou s est une racine cubique primitive de l'unité. Elle posséde
deux axes ponctuels : un plan og et une droite <0,

dq(x3=x4=0), a0 =xi=x2=0).
La surface F d’ordre neuf, d’équations
?i (#0,X14x2) + «* {X3,x4) =0, 2 (X0, XI, X2) + (X3, Xt)-~0, (2

ou les <, ¢ sont des formes cubiques, est transformée en elle-
méme par I'homographie (1). Celle-ci détermine sur F une
involution 13 ayant neuf points unis parfaits

X3=x4t=0, =0, @=0.

La surface F a comme systéme canonique celui de ses sections
hyperplanes. La surface fF a les genres pa = pg = 2, pa) = I
Les courbes canoni(Jues de <> correspondent aux sections de F
par les hyperplans passant par i, ; elles forment un faisceau au
moyen duquel sont composeés les systémes pluricanoniques de
la surface.

On obtient de la maniére suivante un modéle projectif de la
surface (b : Les hypersurfaces cubiques de S4, transformées en
elles-mémes par I’homographie (1) et ne contenant ni u0,
ni (jj, sont en nombre 0013 Happortons projectivement ces
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hypersurfaces aux hyperplans d’un espace linéaire S13en posant

pXi*, = a?%ixkxu {i,k,1=0,1,2),
pX'iM = astceKeel, @i,h, 1 =o0,4).

L’élimination des X entre ces équations donne une premiére
série d’équations obtenues en annulant tous les mineurs de la
matrice

X000 Xho X»20 Xowz X(K)2  A-o0i
Aocol XUl X201 Xn2 7012 Xuo
X2 XN A1 Xl X(H2

et une seconde série

g Vi 344

L (4)
334 A\§44 R

Dans I'espace S9, représenté par X'w = 0, les équations (3)
représentent une surface V|; dans I'espace S3, représenté par
XW=0, les équations (4) représentent une cubique gauche
Dans S13, les équations (3) représentent une variété V" projec-
tion de V9 & partir de S3 et les équations (4), la variété Vf
projetant Vj! de S9. L’intersection de ces deux variétés est une
variété Vfdont les points représentent les o004 groupes de trois
points de S4 transformés en eux-mémes par I’homographie (1).

Aux équations (2) correspondent dans S13deux hyperplans;
I’espace gu’ils ont en commun coupe la variété VT suivant
une surface <b0, modéle projectif de <.

L’espace Sn coupe S9 suivant un espace Si rencontrant <)
en neuf points, triples pour cette surface. Ce sont les neuf
points de diramation. Le systéme tricanonique de <X est
découpé par les hyperplans passant par I'espace S9. Chaque
courbe tricanonique est manifestement formée de trois courbes
elliptiques d’un faisceau. Une courbe de ce faisceau est découpée
sur <0 par I'espace S10 déterminé par S9 et par un point de Vf.9

9. Pour terminer, nous montrerons l’existence d’une invo-
lution 13 sur une surface F pour laquelle I’lhomographie H
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a trois axes ponctuels, mais qui ne posséde que des points
unis parfaits.

Considérons dans I'espace S9 la variété V@ représentée
par I’évanouissement de tous les mineurs de la matrice

><14 X24 ><3a ><44

Cette variété est transformée en elle-méme par I’homo-
graphie H
pXH = Xl4, pX.= X2, pX* = X*
pXis = sX13, PXwu = £Xid, pXz =£X23, pXoj = eX,
PXss — £“Kas, oXas = £2XM, pXau— £Xm,

ol e est une racine cubique primitive de l'unité. Représentons

par Oj* le point dont toutes les coordonnées sont nulles

sauf Xw. L’homographie H posséde trois axes ponctuels :

40 - O13 Og3 Oi4 024, «1 = Ol4 O12 022, Uy = 033 O34 042.
L’hypersurface

(X)a, X12, Xffi)  p2 (Xas, Xaa, XUW) (- es (X13, Xja, Xgs, X¥) + ¢ =0

ou p4, p2, ps sont des formes cubiques et  une forme cubique
dont chaque terme comprend une des variables X(1, XJ2, X22,
une des variables X33, X34, X44 et une des quatre dernieres
variables, est transformée en elle-méme par H. Elle découpe
sur V3 une surface F, d’ordre 24, sur laquelle H détermine une
involution cubique 13. Cette involution posséde douze points
unis, a savoir :

1° dans dj, les six points

XhXe X>=0, pj=0, Xu=+ =Xu=0:
2° dans les six points
XBXU-XL =0, pp=0 xll=...=xlt=0.

Un calcul simple montre que le plan tangent en un quel-
conque de ces points s’appuie suivant une droite sur l'axe 0
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de H. Il en résulte que ces points sont unis parfaits par I'invo-
lution 13.

Le systéme canonique de la surface F est constitué par les
sections hyperplanes. Aux courbes canoniques de la surface <b,
image de 13, correspondent sur F les courbes découpées par les
hvpcrplans

"z X1z + 14 X + 723 X23 "h 24 X = o

Rapportons projectiveinent ces hyperplans aux plans d’un
espace ordinaire; nous obtiendrons ainsi un modéle projectif
de la surface d> sous forme d’une quadrique double canonique
de support

X133 XU — XU X3 = 0. (5)

La courbe de diramation peut se former de la maniére
suivante : Dans cp, et <p, remplagons X41, X12, X22 respective-
ment par X"3, X13X23, X|,; dans tp2 et <p, X33, X-34, X4 par
X|,, X23 X24, X|4. La courbe de diramation est découpée sur la
quadrique (1) par la surface du douzieme ordre

Xa(Xi, ?,+ ?)*- 4&p, tk — o

La surface F a les genres pa — pg= 10, piu = 25 et la
surface <b, les genres pa = pn = 4, pn) — 5.

Liege, le 13 juin 1930.

— 780 —



