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GEOMETRIE

Sur certaines surfaces du quatrieme ordre
contenant douze droites,

par Lucien GODEAUX,
Membre de I'Académie.

Les surfaces du quatrieme ordre que nous considérons
dans cette note ont déja été rencontrées par M. O.
Mayer (*); une de ces surfaces contient les directrices
de trois congruences bilinéaires et les droites communes
a ces congruences prises deux-a-deux. M. Mayer en a
donné plusieurs générations projectives ; nous démontrons
gue cette surface est déterminée par les 12 droites.

Désignons d’une maniére générale par a les six direc-
trices des congruences, par b les six droites communes
a ces congruences prises deux-a-deux et soit F la surface
contenant ces douze droites. Nous montrons qu’il existe
une transformée crémonienne Fo de F, du quatrieme
ordre, contenant six droites a' et six droites b' présen-
tant la méme configuration que les droites a et bh. Aux
droites a, b correspondent des cubiques gauches sur la
surface Fo et aux droites a', b', des cubiques gauches sur
la surface F.

Il existe deux autres surfaces du quatrieme ordre,
transformées crémoniennes de F, sur lesquelles il existe
douze droites a, b' et douze cubiques gauches a*, b pour
I'une, douze droites a', b et douze cubiques gauches a, b'

(1) Sur une surface remarquable du quatriéme ordre (C. R., avril 1924, pp. 1455-
1459).

716 —



L. Godeaux. — Sur certaines surfaces

pour la seconde. Ces deux surfaces présentent également
les mémes caracteres projectifs que la surface F.

Les droites de chacune des congruences linéaires dé-
coupent sur F les couples de trois involutions T1;, T2, T3
De méme, les droites qui s’appuient sur deux droites b
communes a deux congruences linéaires découpent sur
F les couples d’une involution ; on obtient ainsi trois
nouvelles involutions Ti, T', T3 M. Mayer avait remarqué
que l'on a

tlt; = €2 = €33

Les deux involutions T, T< sont permutables et le
produit T = TiT* engendre une involution du second
ordre. Nous montrons que cette involution possede huit
points unis et qu’elle est par suite de genres un (p,, =
P. = 1). Les surfaces F et Fo se correspondent non seu-
lement dans une transformation birationnelle (du neu-
vieme ordre), mais de plus sont projectives.

1. Considérons trois couples de droites au et al2
all et a22, all et a32 ces six droites n’appartenant pas
a une surface cubique et quatre quelconques d’entre elles
n’appartenant pas a une méme quadrique. Soient bllt
bl2 les droites s’appuyant sur les couples a2l, < et a3l,
ad ; ez et b2 les droites s’appuyant sur a3l ail et alX,
«2 ; b3l b3 les droites s’appuyant sur allt al?2 et a21, a22.

Le lieu d’un point P tel que les droites passant par ce
point et s’appuyant respectivement sur all et al2, al
et a22, <=1 et a3z, soient situées dans un méme plan, est
une surface du quatriéme ordre F passant simplement
par les six droites a et par les six droites b {1). La surface
F est dépourvue de points singuliers et est par conséquent
de genres un (pa = PA = 1). Les droites a, b ont sur
cette surface le degré — =

fl) Voir par exemple L. Gerlache, Sur quelques surfaces algébriques (Me-

moires de la Société roy. des Sciences de Liege, 1930).
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du quatriéme ordre contenant douze droites

Le lieu d’'un point P' tel que les droites issues de ce
point et s’appuyant respectivement sur les droites bn
et bl2, b2i et b22, b3l et b32 soient coplanaires, est une
surface du quatrieme ordre F' passant par les droites
b et a.

Supposons que la surface F' puisse étre distincte de F.
Ces deux surfaces ont en commun, en dehors des droites
a et b, une quartique gauche y s’appuyant en deux points
sur chacune des droites a et b. Observons que toute surface
du quatrieme ordre passant par les droites « et & con-
tient y et appartient donc au faisceau déterminé par
F et F.

Les surfaces cubiques passant par les droites allr
1,2, b21, b22, b3l b32 sont en nombre oo3 et ne rencontrent
y en aucun point variable ; il y en a donc oo2 contenant
cette courbe. Ceci est absurde, puisque deux surfaces
cubiques auraient en commun une courbe d’ordre dix.
On en conclut que les surfaces F et F' coincident et que,
de plus, toute surface du quatrieme ordre contenant les
droites « et b coincide avec F

2. Considérons une quadrique passant par les droites
An, fl,2, b21, b22 Elle coupe encore la surface F suivant
une quartique gauche elliptique y. s’appuyant en deux
points sur chacune des droites «1l; «12; a21, a22, bix, bi2
b21, b22, mais ne rencontrant pas les droites fl3l, «32, e
et b32 Une quadrique passant par les droites «21, a2,
bxl et bl2 ne rencontre plus la courbe y. en dehors de ces
droites, par conséquent il existe une telle quadrique con-
tenant la courbe y4 Les ool quadriques passant par y:
découpent encore sur F les quartiques d'un faisceau
comprenant les courbes dégénérées <« -j- al2 -f- b2l -f- b2
a2 -j- flo -f- bxl ~ bl2 On a par suite la relation fonc-
tionnelle

En + - €2] + b2 - fl2i + 22 + bxl + bi2

— 718 —



L. Godeaux. — Sur certaines surfaces

On a de méme

alnl <R d- M31 d- 232 = #31 d* us2 d- 721 d- 722
#31 O~ #a2 O~ bXX + b2 = #11 d~ #12 d- b3l -f- b32

3. La quadrique passant par les droites az2l, a22, axx
bsi, b32 coupe encore F suivant une cubique gauche que
nous désignerons par axx. A cause de la seconde des
relations qui viennent d’étre établies, la cubique gauche
axx appartient également a la quadrique passant par les
droites a3X) a32f axx, b2X b22 La cubique &xx " appuie en
deux points sur les droites axx, a2x, a22, «31, a3z en un
point sur les droites b2l, b22, b3X, b32 et ne rencontre pas
les droites ax2, bxx, bl2

Si nous représentons par | C| le systéme des sections
planes de F, nous avons

2C — «o1 #22 #n b3X h32
2C —#31 #32  #ii e Ny

Nous introduirons onze autres cubiques gauches ana-

logues, a savoir

«az = 2C — #21 «22 #12 b3i b3?

2C — 31 #32 #12 b2 8i22i

«ii 2C — «31 #32 #21 — P — b|2

:2C — <11 #12 — #21 N3l — b32]

2C — 31 - «32 w22 =X bX2

2C - «11 #12 #22 A31 b32)

2C — «11 #12 — #31 n21 h22
2C — o ~"#22 31 —bxx bl2)

«il

#22

«31

R = 2C — #2  #32 h3x bh3?
= 2C — 421 #22 «32 . &) b2
bxi = 2C — b h22 —oxx «31 #32

= 2C — ba b}, -blx «21 #22)
b'x2 2C — b b22 bx3 — #21 #31
= 2C — ba b3i X2  #21  w22)
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b21

2C— .3 b b2« «l2
2C—in 2 b3 "3 ~ @s2
b2 23 2C — 3 bR Npy 1l M2
=20—iju Q2 ep2 @l M
M =20—iqu 02 & & @
=20—ba P wsi ol «2
M =20—in Q2 px2 Q& @
=20 —oba lpp—b2 Il «l2-

Si I'on tient compte du fait que les droites a, b sont
de degré — =, on remarque que les cubiques a', b' ont
une disposition analogue a celle des droites a, b. Deux
cubiques a'. ou deux cubiques b', ne se rencontrent pas.
Une cubique «' et une cubique b' dont les premiers in-
dices sont égaux, ne se rencontrent pas, mais si les pre-
miers indices sont distincts, ces courbes se rencontrent
en un point. En d’autres termes, on a

o SI h=k,
si h Kk

le premier membre représentant le nombre de points
communs aux courbes aM, bkj.
Les courbes «', b' ont le degré — 2.4

[a'tu b'u]

4. Considérons les surfaces du cinquiéme ordre irré-
ductibles passant par les droites a, b. De telles surfaces
existent certainement. Considérons en effet I’ensemble
d’une surface cubique passant par les droites ttll, «i2
b21, b22, b3l b32 «ai et de la quadrique passant par les
droites «31, «32, In, bn, a22. On peut former de tels en-
sembles de plusieurs maniéres et on obtient ainsi des
surfaces du cinquieme ordre réductibles, sans partie
commune, déterminant par conséquent un systeme li-
néaire de surfaces irréductibles.

D’autre part, les surfaces du cinquieme ordre sont en
nombre 00es ; celles qui passent par les droites a, b sont
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en nombre oo7. Parmi celles-ci, il y en a o003 formées de
la surface F et d’'un plan, donc il y a oo3 surfaces irré-
ductibles du cinquiéme ordre passant par les droites a, b.

En dehors des droites a, b, ces surfaces découpent sur
F les courbes

Co = 5C — Za — Zb.

Le systeme linéaire | COl est de genre trois, de di-
mension trois et de degré quatre.

Les courbes Co rencontrent chacune des droites a, b
en trois points et chacune des cubiques gauches a', b’
en un point. Par conséquent, si nous rapportons projec-
tivement les courbes Co aux plans de I'espace, il corres-
pond a la surface F une surface F0, du quatriéme ordre,
contenant douze droites #', b' et douze cubiques gauches
a, b. Ces droites a', b' et ces cubiques gauches a, b pré-
sentent, sur F,, la méme configuration que les droites
a, b et les cubiques a', b' sur F. Les surfaces Fo et F
présentent les mémes caracteres projectifs.

Les surfaces du cinquiéme ordre passant par les droites
a’, b’ découpent sur F le systeme linéaire

5C0 — Za' — Eb" = C.
5. Les surfaces cubiques passant par les droites #n,

«1z2, bai, b22, b3l, b} forment un systéme homaloidal et
découpent, sur F, le systeme linéaire

ICij=[3C «n < b2 b2 — b3l — b32L

formé de sextiques de genre trois et de degré quatre.
En utilisant les relations fonctionnelles établies plus
haut (n° =), on voit que I'on a également

Cl =3C #1 «@2 "1 b -bu 72
Cl =3C #3! #32 01 b2 h22.

En d’autres termes, les sextiqgues Q sont également
découpées sur F par les surfaces cubiques passant par
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du quatriéme ordre contenant douze droites

les droites a2l, a22, b3l, b33, 6u, bl2 ou par les droites a3
732, bu, bI2, b2l b2

Considérons également le systéme linéaire de sextiques
de genre trois et de degré quatre

‘ C | | 3C bu biz ~21 $22 A3l 32"
découpé par les surfaces cubiques passant par les droites

bw, M2 M M ML ase

On a également

C. =3C D2 b2 -an d3¥  tin ANz
C. -3C A31 bs2 tin th ' d¥ d32

Observons que les courbes Ci rencontrent les droites
a chacune en un point, chacune des droites b en trois
points, chacune des cubiques gauches a' en trois points
et chacune des cubiques gauches b' en un point.

De méme, les courbes C. rencontrent chacune des
droites a en trois points chacune des droites b en un
point, chacune des courbes a' en un point et chacune des
courbes b' en trois points.6

6. Rapportons projectivement les courbes aux
plans de I'espace ; a la surface F correspond une surface
du quatrieme ordre Fx Sur cette surface, aux droites a
correspondent des droites, aux cubiques gauches b' cor-
respondent également des droites. Par contre, aux droites
b et aux cubiques gauches a' correspondent des cubiques
gauches.

On vérifie aisément que l'on a

o Si h=k,
1 Si h ™k

En d’autres termes, sur la surface Fl, les droites a
et b' forment exactement la méme configuration que les

droites a et b sur la surface F.
On a

3Cj du di2 b b2 hgi bR =C,
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L. Godeaux. — Sur certaines surfaces

de sorte qu’aux courbes C de F correspondent sur Fj
les courbes découpées par les surfaces cubiques passant
par les droites allt «12 Dilt b22, b3l 032 de cette surface.
De méme, en rapportant projectivement les courbes
C. aux plans de I'’espace, on obtient comme transformée
de F une surface F2 du quatrieme ordre, sur laquelle
aux droites b et aux courbes «' correspondent des droites,
aux droites a et aux courbes b' des cubiques gauches.
On a

si h=K,
h Kk
de sorte que les droites «' et b forment sur la surface F.
une configuration analogue a celle des droites a et b
sur la surface F.
Aux courbes C correspondent sur F. les courbes dé-

coupées par les surfaces cubiques passant par les droites
bn, b12, a2, «22, a3l, «s. de cette surface, car on a

3C2 b\\ blz «21 «22 «31 «32 N C

[alti bk

7. Nous venons d'obtenir quatre surfaces F, Fo FL F:
deux-a-deux birationnellement identiques. De plus, les
surfaces F, Fx, F. sont deux-a-deux crémoniennement
identiques.

Partons de la surface F0. Nous avons déja remarqué
que les surfaces du cinquiéeme ordre passant par les
droites «', b', découpaient sur Fo les courbes homologues
des courbes C; par conséquent, en rapportant projecti-
vement ces surfaces aux plans de I’espace, nous obtien-
drons la surface F (ou tout au moins une surface pro-
jectivement identique a F).

Considérons, sur la surface F,, les courbes découpées
par les surfaces cubiques passant par les droites «h,
Niz) bu, b23 b3l b32 On a

3Co—«h w2 b\ bR "3 B =C2
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du quatriéme ordre contenant douze droites

par conséquent, en rapportant projectivement ces sur-
faces cubiques aux plans de l'espace, nous obtiendrons
une surface projectivement identique a F2

De méme, on a

3C,, M2 @l «22 31 «32 ~ Ci,

de sorte qu’en rapportant projectivement aux plans de
I’espace les surfaces cubiques passant par les droites
b'u, b[2, a2, a22, an, aiit on transforme F0 en une
surface projectivement identique a Fi.

Aux courbes C0 de F0 correspondent sur Fx les courbes

3C;  bN b "« «22 ~«3l «32 =0),

découpées par les surfaces cubiques passant par les droites
bil, &12, «21, «22, «31, «32-

On en conclut que les surfaces F, F0 sont crémonienne-
ment identiques. Aux plans de I'espace de F correspon-
dent dans l’espace contenant F0 des surfaces du neu-
vieme oi'dre passant trois fois par chacune des droites
«21, 22, «a1, «32, K1, B[2, une fois par les droites b2l, b22,
bai, b22 et par les cubiques gauches an, al2 On a bien
9C) — all — ai2 — 3(«2i ~h «22 + «ai d- 2 + b[i -\-b22)

— (b2l + b2 + Dbsi + e32) = 5Co — 2@ 2b".

8. Sur la surface Fi, on a
5Ci —2a' — 2b = Cl
et sur la surface F2,
5Cl —2a — 2b' = Q.

On peut donc passer de Fi a F2 en rapportant projec-
tivement aux plans de I'espace les surfaces du cinquieme
ordre passant par les droites a, b'. On passe de F2 a Fi
en rapportant projectivement aux plans de l'espace les
surfaces du cinquieéme ordre passant par les droites a'
et b

9. Entre les droites a, b et les courbes a', b', on a des

— 724



L. Goaeaux. — Sur certaines surfaces

relations analogues a celles qui ont été obtenues plus
haut (n° =), par exemple
<11 "7 <12 4+ n~21 YD r22 =<1+ o2 +&U 0 M2
o+ o+ DA + bAi=wir + w2 +1 + b12
w1 F oz F oot oa T e o Fan N

10. A un point P de la surface F faisons correspondre
le second point de percée avec F de la droite passant par
P et s’appuyant sur an, ai2. Nous définissons ainsi une
transformation birationnelle T, de F en soi. En consi-
dérant les droites bilt bi2 au lieu des droites atl, ai2,
nous définissons de méme une seconde transformation
analogue T<.

Commencgons par étudier la transformation Tx. Dési-
gnons par r, aik f3ik les courbes que Tx fait correspondre
respectivement aux courbes C, aik bik

Les droites s’appuyant sur <¢n, <12 et sur une section
plane C de F forment une réglée du sixieme ordre pas-
sant trois fois par <1X al2 et contenant comme généra-
trices les droites b2l, b22, b3l, b32 Elle coupe encore F
suivant la courbe r homologue de C et on a donc

r = 5C — 3(«n + al2) — (b2l + b2 + b3l + b32).

Les droites s’appuyant sur allt al2 et touchant F en
un point de <¢u forment une réglée du quatrieme ordre
passant trois fois par < et une fois par <n. On a donc

«ii = 4C — 2«n — 3<12 — [ -b ~22 + 3i ~b b32).

De méme,

«@z = 4C — *u — 2ais — (b2 -b b2 -b b3 -b e32).

On a évidemment

«21 = <*21; «22 = <*22j «31 = «31> «32 = «32-
ainsi que
Pm = b2l, fiz = b22, fi3l = b3l fizz = b32

On trouve enfin sans difficulté

Pu = 2C < <Ko bu, ~2 = 2C «u <*12 bi>
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Les droites s’appuyant sur an, al?2 et touchant la sur-
face F forment une réglée du huitieme ordre passant
guatre fois par an, al2, ayant comme génératrices doubles
les droites b2l, b22, b3l b32 et circonscrite a la surface F
le long de la courbe unie Dx de la transformation Tj. On
a donc

sC = 4(&n f- 212) “b 2(&m d- b2 -f- b3i - ~s2) d- 2D!.
La division sur une surface de genres un (pa = P. = 1)
étant univoque (Severi), on a

Dr = 4C — 2(fln + tfi2) — {02i -- b2 + es1 0~ o)

11. En désignant par F, aikl fia les courbes que T
fait correspondre aux courbes C, aik, Cik on trouve de
méme
= = 5C — (#21 d~ #22 d- w31 + #32) — 3(&n d- ™.
aii = 2C- 411 -&11-- bn, #12 = 2C w12 Ik
#021 = *21) #20 = sz #31 = #31» aR = #32,

Pii 5 4C —- (U2; d- #22 d- #31 d- as2z) — 20N - 36i«,
fin SA4C- («21 d* w22 d- #31 d- #32) — 8 212,
fin = p21.  fin = p22  fivl == b31 032 = b3z

La courbe unie Di de I'involution engendrée par li
est donnée par

Di = 4C — (~21 d- #22 d- #31 d- #32)  2(blk -|” bl2).

En vertu des relations d’équivalence établies plus haut
(n° 2), on voit que D. et D( appartiennent au méme sys-
teme linéaire |D|. On calcule facilement le genre de
ce systéeme ; il est égal a cing et son degré est donc égal
a huit. Dx et Di ont donc huit points communs.

12. Formons le produit TjTi. Cette transformation
fait correspondre aux sections planes C de F les courbes
5C — Za — Zb”" CO0.

Aux droites aik, bik, la transformation fait corres-
pondre les cubiques gauches atk, bik
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On vérifie aisément que le produit T{ Tx fait corres-
pondre également aux courbes C, aik bik les mémes
courbes C0, a'ik, I'ik. On en conclut que les transforma-
tions Tj, Ti sont permutables. La transformation

T=TjTi TiTj
est donc involutive.

Les points unis de I'involution engendrée par T sont
donnés par les couples communs aux involutions en-
gendrées par Tr, Ti et par les points communs aux
courbes unies de ces involutions. Les droites s’appuyant
sur au, al2, bn, bl2 ne rencontrent plus la surface F en
dehors de leurs points d’appui sur ces droites, par con-
séquent les seuls points unis de T sont les huit points
communs aux courbes DI, Di. Il en résulte que l'invo-
lution engendrée par T est de genres un (pa = P. = 1) (x).
De plus, les surfaces F et Fo sont projectivement identi-
ques.

13. La maniere dont opere la transformation T sur
les courbes tracées sur F montre que I'on a également

T = T2Ti = TsTi

On peut d’ailleurs le vérifier sam peine. Cette propriéte
avait du reste été remarquée par M. Mayer (loc. cit.).

Les courbes unies D2 Di, D3, Di des transformations
Ta, Ti, T3 T!, passent par les huit points communs
aux courbes D: DJ. On remarquera que les courbes Lfi
et D2, par exemple, se rencontrent en douze points.

Il y aurait lieu de compléter I’étude de la surface F
par I'examen des transformations T-T3, TiTi, ..., ce
sera I'objet d’une seconde note.

Liege, le 31 ao(t 1942.(*)

(*) Voir notre note Sur les involutions de genres un appartenant a une surface
de genres un (Bull, de 1'Acad. roy. de Belgique, 1913, pp. 310-328). Voir
aussi notre exposé sur Les involutions cycliques appartenant a une surface algé-
brique (Paris, Hermann, 1935).
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