Extrait du Bulletin de I'Académie royale de Belgique (Classe des Sciences).
Séance du 19 octobre 1935, n» 10.

Sur les courbes canoniques,
par Lucien GODEAUX, Correspondant de I’Académie.

(Seconde noie.)

Dans une note récente parue sous le méme titre (*), nous
avons montré qu’une courbe canonique de genre « appartient
a une surface rationnelle commune a n — 3 hyperquadriques
linéairement indépendantes, ayant, en outre, en commun un
espace linéaire a « — 4 dimensions. Toutes ces hyperqua-
driqoes sont « — 6 fois spécialisées; c’est-a-dire sont des cones
ayant pour sommet un espace linéaire a tt — 7 dimensions.
Nous montrons dans cette note que parmi ces hyperqua-
driques, il y en a ool qui sontn — 6 fois spécialisées et un
nombre fini qui sont n — 5 fois spécialisées.

1. Soit C une courbe canonique de genre tt > 5, non
hyperelliptique, d’ordre 2tt — 2, située dans un espace
linéaire S,,_t a 't—1 dimensions, intersection compléte de

! e — 2) (r. — 3) hyperquadriques V2_ linéairement indépen-

dantes.
La courbe C appartient a une surface rationnelle F,

d’ordre - 2 — s -~ 8), intersection u — 3 hyperquadriques

VA2, linéairement indépendantes, ayant en commun, en outre,
un espace linéaire a « — 4 dimensions, s’appuyant en
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i — 3 points sur C. Les équations de ces tt — 3 hyperqua-
drigues peuvent s’écrire sous la forme

*4%i4 + *Beds 4------ f®Kall +a, =0 @)
t— 1,2,...,7t 3),

ou les tik sont des formes algébriques linéaires, les a- des
formes quadratiques en xt, x2, x3. L’espace t,,./ a pour équa-
tions =0, xX=0, x3=0.

Les hyperquadriques (*) sont spécialisées; ce sont précisé-
ment des cdnes ayant pour sommets des espaces linéaires a
Tt — 7 dimensions donnés par

xi=0, *2=0, x=0E AW o Nmd o\ =0
ft—4 3*1 K—1 3*2 ?i=4 3*3

Disposons de la figure de référence de maniére que la
premiére des hyperquadriques (*) ait pour espace double
I'espace xi =0, x2 =0, x3=0, x4 =0, x. =0, * =0.
L’équation de cette variété est alors

*4«M + *5«15 + *6*48 +«1 = 0. 2
Projetons la surface F a partir de I'espace xt = ... = x6—0
sur I’espace S5 a cing dimensions d’équationsx] —... = .1(=0.

La projection F' est l'intersection de I'hyperquadrique (2) et
de la variété d’équations

[i «17 «d8 10 Tl *4*44 + *5«45 + *6*46 + «4 |l = 0 ?3)
i=24,..,1—23).

Cette variété, a trois dimensions, a I’ordrel-(t;z—7n -} 14).
Or, les . — 4 derniéres hyperquadriques (1) ont en commun,
en dehors de «x 4, une variété a trois dimensions d’ordre
-(tt2 — 7 Tt -(- 14); on en conclut que les espaces SK 7, som-

mets des cOnes (1), ne recontrent pas cette variété ni, par suite,
en genéral, la surface F.
La variété V3 dont il vient d’étre question rencontre «n_{
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suivant une surface d’ordre - (ir—4) (tt—5) ; cette surface est
projetée sur I'espace S5 suivant le plan xt—x2 =x3 T 0 dela
quadrique (2). Ce plan est donc multiple d’ordre - (n — 4)
(i —5) pour la variété (3). Celle-ci coupe I'hyperquadrique (2)
suivant la surface F', d’ordre -(tc2— S rc 4- 8) et suivant le
plan xi = x2 = x3 = 0- combté - (tt — 4) (tc—>5) fois.

A la courbe C correspond, dans S5, une courbe d’ordre

2ti— 2 rencontrant le plan xx —x2=x3—0 en it — 3
points.

2. Représentons, pour abréger, par f\ le premier membre
de I'’équation (1). L’équation

Pi/i + P22 + "m + Pit-3fic-3 = d (4)

représente une hyperquadrique passant par <K t et parF, ayant

un espace SI_7 double dans <K 4. Pour que I’hyperquadrique (4)
douille dans w~r .

I’on ait
vp akda VvV 3as 3
ala V. 94, . g
LPI A><x PJ A><x 3XX
v 34 v duin —
Pl o= 37 ’
v, _ 3*i4 v «fe
- dx3

t=1,2,.. it— 3),

c’est a-dire n — 5 relations entre les n — 3 variables homo-
genes p. Parmi les hyperquadriques (4) passant par F et
par u, 4 il y en a donc ool qui sont des cones ayant comme
sommet un espace ST_g.

Désignons par Q,, Q2....... Q.,._3 les hyperquadriques (1) et
supposons que la premiere soit un céne ayant un SI_§ comme
sommet. Les hyperquadriques Q2, Q3, ..., Q" 3 ont en commun

une variété V2 d'ordre -(u2 — 7ir -j- 14) coupant <K_t suivant
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1
une surface F0 dordre - (u — 4) (w—5). Cette surface
est rencontrée par l'espace double Sng de ent(n—4)

(n—5) points. Q, contient F0 et coupe la variété V3 en

question suivant F et FO; la surface F coupe suivant une

courbe C0 d’ordre %(n— 3) («—4) et de genre ! (it—4)
~ I ~

(it —S) qui doit passer par les - (it — 4) (r. — 5) points

communs a F0 et a I'espace double de Q4, puisque ces points
sont doubles pour I'intersection de V3 et de Qj.

3. Disposons de la figure de référence de telle sorte que
le S,_6 sommet du cone Qt ait pour équations Xt = x2 = &3
= x4 = xs = 0. L’équation de ce cone prend la forme

NS+ ®5ai5+ «t = 0. (5)
Projetons la surface F a partir de cet espace S, 6 sur
| espace S4 d'équations x6 = ...— X,, — 0. On obtient ainsi

une surface F" intersection de I’'hyperquadrique (5) et de la
variété a trois dimensions d’équations

[ %6 ad+ oo STl adaid + +a, | =0. (6)

La variété (0) est d’ordre n — 3 et rencontre I’hyperqua-
drique (0) suivant une surface d’ordre n — 3. Ceci i:onfirme
que 1 espace SM considéré coupe F et par suite C0 en - (« — 4)
(n — 5) points.

Les oc'l ) hyperquadriques V*_? de SK_t, passant par I'espace

i et par la surface F, sont u— 6 fois spécialisées; ocl d’entre
elles sont n—5 fois spécialisées et les espaces linéaires a tt—6
gimensions, sommets de ces hyperquadriques, s’ap|c|>uient en
-(- — 4) (tt — 5) points sur la courbe CO, d'ordre -(n — 3)
(~Ik — 4) et de genre - (t —4) (it — 5), intersection de la
surface F et de I’espace o-. 4.

A la courbe correspond, sur la surface F", une courbe
d’ordre 2~ — 2 rencontrant la droite xi = xt = x3— 0 en
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i1 — 3 points. On peut d’ailleurs observer gque celte droite est
multiple d’ordre n — 4 pour la variété (6).

4. Si I'on projette la courbe C a partir de u* { sur un
plan ra ne rencontrant pas cet espace, on obtient une courbe C'

d’ordre tt 1, de genre tc, possédant par conséquent/—\tc (te—3)
points doubles. Il y a donc —tc(tc — 3) espaces linéaires SK 3
passant par <% 4 et coupant encore C en deux points en dehors

de cet espace.- Soit I'un de ces espaces. Les 00*-4 hyper-
guadriques (4) découpent sur des hyperquadriques qui
comprennent comme partie fixe; les hyperqua-

driques (4) découpent donc, surST_3, des hyperplans variables
passant par les deux points de C appartenant a Sr_3 mais non
a [t,_4 1l en résulte qu'une des hyperquadriques en question
contient Sn_3.

Disposons de la figure de référence de maniére que S,,_3 ait
pour équations x2 = x3 = 0. Supposons que Q, soit I'hyper-
quadrique contenant cet espace. Son équation s’écrit alors
sous la forme

x\ai4("2,3)-p + -p xlzlm(X2,x3) -p -p «l0(x2,a3) =0, (p)

ou les a sont des formes binaires en x2, x3, linéaires, sauf la
derniére, qui est quadratique.

L’hyperquadrique (7) est un cOne ayant pour sommet un
espace SK 5 a - — 5 dimensions, appartenant a Sx_3, mais non
a <4 On peut disposer de la figure de référence de maniére
que cet espace S,,_5 ait pour équations x2— X = x4 —x5=0;
I’équation (7) prend alors la forme

elall (22, x3) -P x5a,5(ce,, x3) + all (xt,x3) = 0. (8)

La surface F est projetée, a partir de l'espace x2=...

— Xr, — o, sur l'espace X4 = o, X6 = ...== xK— 0, suivant
la quadrique (8), comptée n — 3 fois.

Inversement, supposons que par la surface F et par  t passe

— 830 —



Lucien Godeaux. — Sur les courbes canoniques.

une V*2 contenant un espace S, 34 «— 3 dimensions. Les
00*-5 hyperquadriques (4) découpent sur en dehors
de oo715 espaces S,j ¢ formant une gerhe dont la droite-
sommet appartient a F (et coupe tx_( en un point). Si I'on
projette F de t,._4 sur le plan ro, aux sections hyperplanes de F
correspondront des courbes d’ordre n — 2 passant par le point
de rencontre de ra et de SK_3. Le systeme formé par ces courbes
d’ordre n—2 dans vs, avant le degré --(tt2 — 5 - -j- 8),

1
possede -7t (n — 3) points-base. Par suite

1
Il existe -t (it — 3) hyperquadriques n — 4 fois spécialisées
passant par la surface F et par I'espace <n_4.
De plus, la surface F contient - «(u — 3) droites s’appuyant
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