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Sur une surface algébrique de diviseur deux,
par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

On sait que le diviseur ¢r d’'une surface algébrique F, nombre
introduit par Mi Severi dans ses remarquables recherches sur la
base (*), est le nombre maximum des systémes de courbes non
équivalentes appartenant a F éqgtiisousmultiples d'un méme
systéme. Dans ses recherches, M. Severi cite comme exemples
de surfaces de diviseur & supérieur a I'unité, la surface du sixiéme
ordre passant doublement par les arétes d'un tétraédre (surface
d’Enriques) et certaines surfaces hyperelliptiques de rang supé
rieur & I'unité. Nous avons, en nous appuyant sur la théorie des
involutions appartenant a une surface algébrique, montré com-
ment on pouvait construire des surfaces de diviseur arbitraire (2)
et en avons fait quelques applications. Nous nous proposons dans
cette note d'étudier une surface de diviseur » = 2, rencontrée
incidemment dans nos recherches sur les surfaces algébriques.

1. Désignons par x0, xu X2, x3 les coordonnées ponctuelles de
I'espace. Soient ¢ = 0 I'équation, dans le plan x0 =0, d'une
conique tangente en O? & la droite O20i et en O3 a la droite
0"0,; ¥= 0 I'équation, dans le méme plan, d’'une courbe d'ordre
Am -4-4/t—2 ayant en O, la multiplicité 22w — 1), en (2 O3
des points multiples d’ordre 2m auxquels sont infiniment voisins,
respectivement sur 020i, (DjO,, des points multiples d’'ordre 2m.

Considérons la surface F d’équation

4 anem+27-3) Xe XI + 2 X0 Xim+in~3 x> x? fn + F—o.

(g Sulla totalité delle curve algebriche tracciate sopra una superficie
algebrica. (Math. Annalen, 1906, Bd. 62, pp. 194-225) — La base minima
pour la totalité des courbes tracées sur une surface algébrique. (Annales
de I'Ec. norm, sup., 1908, pp. 449-468) — Complementi alla teoria della
base per la totalité delle curve di una superficie algebrica. (fiend. Cire.
Matem. Palermo, 1910, t. 30, pp. 265-288.)

(2) Sur certaines surfaces algébriques de diviseur supérieur a l'unité.
(Bull, de I'Acad. des Sc. de Cracovie, 1914, pp. 362-368.) — Exemples de
surfaces algébriques de diviseur supérieur a I'unité. (Bull, des Sc. math.,
1915, pp. 182-185) — Sur une surface algébrique du huitiéme ordre.
(Toéhoku Math. Journal, 1933, pp. 122-126.) — Voir aussi Comessatti, Sulle
superficie multiple cicliche. (Bend. Seminario matematico di Padova,
1930, pp. 145)
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La surface F posséde les singularités suivantes :
Le point O0 est multiple d’ordre 4m -f An — 4.

La droite O00t est double, les plans tangents étant a%2 =0,
4?3"=0; chacun de ces plans coupe la surface en 4n— 4 droites
simples, infiniment voisines successives de OqOj.

La droite Oo02 est multiple d'ordre 2tn et le plan tangent
x3 = 0 a la surface le long de cette droite coupe encore la surface
suivant une droite multiple d’ordre 2m infiniment voisine de O200.
La droite O003 présente la méme singularité, le plan tangent a
la surface le long de cette droite étant x2 = 0.

2. La surface F est birationnellement équivalente au plan
double (*) que l'on obtient en la projetant a partir de 0,, sur le
plan xa — 0. La courbe de diramation de ce plan double a pour

équation i
~Bm-+en-3 ~ Xy tfn-isam_ ) —o

ou encore, eu débarrassant cette courbe de la composante multiple
d’ordre pair x, =0,

X., X3 (X%n~' X~ 021 — F) = o.

La courbe de diramation se compose donc des droites OjOs,, ChO*
et d'une courbe K présentant, aux points O, 02 Oa, les mémes
singularités que la courbe /7 = 0.

Opérons dans le plan *0 =0 une transformation quadratique
ayant pour points fondamentaux les points 02, (i3 et un point O
distinct de O,. Soient 04, 0", O' les points fondamentaux corres-
pondant respectivement aux droites 003, OO», 0203, Oj le point
homologue de O,, Oj le point de rencontre des droites 0700 et
0'0j; Oj3 le point de rencontre des droites Oj03 et 0'02 A la
courbe K correspond une courbe K'd'ordre Am + 8n—4 ayant
la multiplicité 4n — 2 aux points O', O;; la multiplicité 2m + 4n-2
aux points 02, Oj et enfin la multiplicité 2m en 0'l2, OI3

Au plan double primitif correspond un plan double que nous
désignerons par F' et dont la courbe de diramation est composée
de la courbe K' et des quatre droites 0'02, 0'03, OjOi, Oj03. Un

(i) Pour un exposé de la théorie des plans doubles, nous renvoyons
a l'ouvrage : Enriques-Campeoelu, Lezioni sulla teoria dette superficie
algehriche. Padoue, 1982, pp. 344 et suiv.
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tel plan double a le diviseur pair et en général le diviseur deux (l).
Par conséquent, la surface F a le diviseur deux.

3. Les courbes canoniques du plan double F' sont des courbes
doubles d'ordre 2m  4n —3 ayant les multiplicités 2n—1
en O, 01; m+2n -1en 02 03 men 0;2 0;3 Ces courbes
comprennent comme parties les quatre dro.tes 0'02 0’03 0{0,
0[0"3 et sont complétées par des courbes d’ordre 2m + 4n—7
ayant les multiplicités 2n—3eu O, Ol; m +2n—3 n 02, 0'3;
m—2 eu 0;2 O[3 On en déduit, en observant que le plan double
est régulier,

Va—Pg=4mn—3m — 2« -f- 1,
pX—10mn—16m—16n + 11,

Et par suite
P2=20mn—19m—18n + 12

4 Observons que le plan double considéré est également bira-
tionnellement équivalent a la surface d’équation

X\m+in~i + 2xax\m+in~i tom + x%x3 = 0.

Cette surface, d’ordre 4m -f 4n, a le diviseur a = 2 et présente
les singularités suivantes :

Le point O0 est multiple d'ordre 4»? + An - 2, le cOne tangent
en ce point se réduisant au plan x{ = 0 compté 4m + An - 2 fois.

La droite O40., est multiple d’ordre 2m + 1 et la droite infini-
ment voisine dans le plan x3 — 0 présente la méme multiplicité.
La droite O003 présente une singularité analogue.

5. Pour m—n =1, le premier plan double considéré au n° 2
est le plan d rnble d’Enriques (pa = P3 =0, P2 =1) La surface F
est du sixiéme ordre, a sections planes de genre cing; ce n’est
donc pas une surface normale.

La surface considérée en dernier lieu (n° 4) est du huitiéeme
ordre et ses sections planes sont de genre neuf; ce n’est donc pas
non plus une surface normale.

Liege, le 16 novembre 1935

(i) Sur certaines surfaces, [toc. cit.)
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