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Sur le plan double ayant comme courbe de diramation
I'ensemble de trois coniques deux a deux bitangentes,

par Lucien GODEAUX, Professeur a I'Université de Liege.

Le plan double de genres un (>, = Pa==1) dont la courbe de
diramation est formée de trois coniques deux a deux bitangentes,
est birationnellement équivalent & une surface de quatrieme ordre
possédant un point double conique et six points doubles bipla-
naires de seconde espece (ayant un point double conique dans le
domaine du premier ordre). Cette surface posséde un groupe tri-
rectangle de transformations birationnelles involutives en elle-
méme, n‘ayant qu'un nombre fini de points unis. La surface qui
représente ! involution engendrée par ces transformations est
intéressante; c'est une surface de quatrieme ordre, de genres
un (Pa= P{= 1), possédant quatre points doubles uniplanaires
ordinaires et trois points doubles coniques. Il existe sept plans
touchant la surface suivant de.s coniques irréductibles.

C’est la construction de cette surface qui fait I'objet de cette
note. Cette surface est birationnellement équivalente a un plan
double dont la courbe de diramation est formée des c6tés de deux
'Itriangles homologiques, l'un des triangles étant inscrit dans
‘autre.

1 Soient P,, P2, T3 trois coniques deux a deux bitangentes; le
triangle formé par les trois cordes de contact est autopolaire par
rapport au trois coniques. Prenons ce triangle comme figure de
référence; les équations des coniques peuvent s’écrire

—a?-f -j-=!l=0 (P); X\—x\+ =0, (r));
X[ x\—x\=0, (ri).
Remarquons que la conique T, d’équation
i d~ "1+ 33 =0,
est bitangente a chacune des trois coniques précédentes.
Considérons le plan double F ayant comme courbe de dirama-

tion la courbe Ii+4-12-F Ta. Cest un plan double de genres
un (pa= P{ = 1) birationnellement équivalent a une surface F,,



3 —

du quatriéme ordre, puisqu'il existe une conique P tangente a la
courbe de diranration en chaque point de rencontre. La surface Fl
possede un point double et I'on obtient le plan double F en pro-
jetant la surface F0 de ce point double sur un plan; le cone
tangent au point double a la surface F0 coupe ce plan suivant
la conique T.

L’équation de la surface F0 peut s’écrire sous la forme

04 + xi + 4) xi -f 2®ded (Xi, x3, &-3) + 9{xt, x2, x3) = 0,

ou 43)cp, sont des formes dont le degré est indiqué par I'indice.

En projetant la surface F0 du point O4 (0,0,0,1) sur le
plan x4=0, ou obtient un plan double dont la courbe de
diramation est

fl—(4+4+4)¢=no

Pour que ce plan double soit identique & F, cette courbe doit étre
formée des coniques P4, L,, r3. Posons

<= atXi -j- 02X2 -p 03X3 -(- U4Xi,
dt=xi + Xi + 3 — 244 — 244 — 244-

On voit aisément que I'équation de la surface F0 s’écrit

(4+4+4) +iadiVZxixx3bi +a™t =0

2. En changeant la notation, nous écrirons I'équation de la
surface Fl sous la forme

4(4 + 4 +- 4) + 4aiSjx XsX, + axt = 0.

Outre le point double ordinaire U4, la surface F0 posséde six
points doubles biplanaires de seconde espéce correspondant aux
six points de contact des coniques P4, 121 13 prises deux a deux.
Ces six points doubles sont les intersections de ia courbe

xt = 0, =0

et de chacune des faces du tétraédre de référence autre que x¢ = 0.
Ce sont les points de contact de la courbe précédente avec ces
trois plans. Les points doubles situés dans le plan x4—0 ont
pour coordonnées (0,1,1,0) et (0,1, —1,0).
Le cbne tangent a la surface au premier de ces points a pour
équation
ra2(x.i — x3)2+{ai\V/'2xi-\-Xi) =0;
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il est formé de deux plans passant par la droite
X2 —x3 =0, alyi#! + Xi—0

et cette droite coupe la surface en quatre points confondus au
point considéré; la singularité de la surface en ce point se com-
pose donc de deux points doubles infiniment voisins successifs
(point double biplanaire de seconde espéce).
Le cone tangent a la surface au point (0,1,—1,0) a pour
équation
2Q(x2 + xMN + (ai —x4~=0

et donne lieu & des conclusions analogues. On arrive également
a des conclusions identiques pour les autres points doubles bipla-
naires (1, 0, 1,0), (1,0,—1,0), (1,1,0,0), (1,—1,0,0) de la surface.

3. Lasurface F0 possede plusieurs transformations birationnelles
en elle-méme. En premier lieu la transformation involutive
Pxi = x4(xi + xi + xi),
px2 = x2{x\ + x\ + ai),
pxi = x3(xI + xI + xi),
pxj = —x4(xf + x| -T xi) — 4ai \2 x4x2x3,
qui donne naissance au plan double F.
En second lieu, trois transformations involutives

a4.X2.X3. x4 —  x4.X2 X3, x4, 2
X4, X2, X3. x4 = xt  x2x3r x4, (3)
X4.X2. X3. x4 =x4.Xo. x3:— X4 4)

formant un groupe trirectangle.
En troisieme lieu la transformation de période trois
X[X2: X xi = X2 x3:xd: x4 (5)
et les produits des transformations précédentes prises deux a deux.

Les transformations (2) a (5) n'ont gu’'un nombre fini de
points unis.

4. Nous allons construire une surface image de I'involution I?
engendrée par la transformation (2). A cet effet, observons que
les quadriques

riixi + XUxdxd + asax) + \nx\ + X@x2x3 -F Xjgxi - 0 (6)



_5__

sont transformées en elles-mémes par I'homographie biaxiale
harmonique (2). Rapportons projectivement ces quadrigues aux
hyperplans d’'un espace S5 en posant

Xil_=Xii = XifF=X?2_ ><-~ = X33

i b w2 ™ A2
A la surface F0 correspond la surface <F d’équations

XI—XUXE, =0,  Xji— X2X% =0, i
XAX 4- Xjo - X3) + 4ai A2 XX (

+ a2(Xij 4- Xj 4- X|, — 2XfB— 2XUX2 — 2XHX$) = 0. )

Les points unis de [I'involution 12 sont les points dou-
bles O, (0,0,0, 1), (0, 1, 1,0), (0,\, — 1, 0) et les deux points
simples (ai, 0, 0,1), (ai, 0, 0, — 1).

Aux quadriques passant par O4 correspondent les Irpperplans
de S5 passant par le point O44, dont toutes les coordonnées sont
nulles, sauf X4 Ce point est double pour la surface 4> La projec-
tion de 4 & partir de ce point sur I'nyperplan X# =0 a pour
équations

X2B— X0XB=10 j
Xi4(XU+ XB+ X3,) + da« V2XnhXUXb

+ aXUK + X2+ XJ,-2X1,-2XUX2— 2X4XH) = 0. )

Le cOne tangent a 4> au point O a pour équations
X =0, X2 XB=0, XB— X2XB =0

et se compose donc de deux plans passant par la droite O4 O}, le
point Ol ayant toutes ses coordonnées nulles, sauf X4 Par suite,
au point de <P infiniment voisin de Ol correspond, sur la sur-
face (7), le point OJ dont toutes les coordonnées sont nulles,
sauf X4 Ce point est double conique pour la surface (7), le cone
tangent étant

XU 4 X0 4- Xee = 0, X~23— X X% = 0.

La singularité de la surface 4* au point O#4 est donc un point
double biplanaire auquel est infiniment voisin un point double
conique (point biplanaire de seconde espéce).

Désignons par A le point de diramation de 4* qui correspond
au point (0,1,1, 0) de FO0; le point A a pour coordonnées Xu = Xl
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X — 0, XK — X8 = X3. Il est double pour 4> et le cone tangent
en ce point & la surface a pour équations
X% NMiXu=0, X2 Xy—2X8=1,
2aXn— XM — 2ai\V/2Xlit =0,
c’est-a-dire

(Xu+a?Vv2Xi)2 =0, Xa+X»-2X"=0, 2a2Xil+ Xé =0.

Le point A est double uniplanaire pour <P.

Le point de diramation B, de coordonnées X# -= Xl = X# = 0,
X2 = — X.a= X8 =1, qui correspond au point (0, 1, — 1,0) de F0,
est également un point double uniplanaire de 4> le cone tangent
a cette surface en ce point se réduisant a

(Xit —ai VAXj L =0, Xa+ XB+2XB=0, 2a2Xil+ Xé=0,

Les deux autres points de diramation de la surface 4> sont des
points doubles coniques.

5. Aux homographies (3), (4) correspond une homographie
involutive transformant la surface <F en elle-méme. Cette homo-
graphie a pour axes

Xu = Xg2 = x"= X#d =0, Xid = X" = 0.

Pour avoir un modele projectif de la surface 4>, image de I'invo-
lution engendrée par cette homographie, il suffit de projeter la
surface <h a partir du premier axe de I'homographie sur le second.
La surface < est d'ailleurs I'image de l'involution d’ordre quatre
engendrée par les transformations (2), (3), (4) sur la surface FO.
En posant

XEX2 0 X3 XE=x\:xj %

on obtiendra donc I'équation de 4>0,
32a2X4X2X3X4 -)- [X4(XK4 -} X2 —X3) 4- a2¢1]2 = 0.
ou I'on a posé
= X4+ X1+ X5 — 2X2X3 — 2X3X4 — 2X4X2

Aux points A, B de $ correspond, sur 4>, un point A¢ (0, 1, 1,0),
double uniplanaire de <, de méme nature que A, B pour 4*,
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La surface d» posséde quatre points doubles uuiplanaires ordi-
naires, a savoir :
a) Le point (0,0, 0,1), le plau tangent en ce point étant
le plan
Xt + X2-f- X3 =0.

Les points doubles infiniment voisins de O( sont situés sur les
intersections de ce plan et des plans X4 =0, X2 = 0, X3=0.

b) Les points At (0, 1, 1, 0), A, (1,0, 1,0), A3(1,1,0, 0,). Le plan
tangent au premier de ces points, par exemple, a pour équation

200X Xi=0.

Les points doubles de la surface infiniment voisins de A, sont
situés sur les droites Al A2, Ai A3et Xi= Xi=0.

La surface d® possede en outre trois points doubles coni-
ques a; (1,0,0, —a), a; (0, 1,0, — a2), A (0, 0,1, — n?). Le cbne
tangent a la surface en A[, par exemple, a pour équation

[a2(X¢ — 3X2 — 3X3) + X{J2 — 32a4X2X3 = 0.

De plus, la surface o>, touche les plans du tétraédre de référence
suivant des coniques irréductibles. Enfin, la surface dX représen-
tant une involution n'ayant gu’'un nombre fini de points unis,
appartenant & une surface F0 de genres un, est elle-méme de
genres un.

Il est facile de voir, et I'on aurait du reste pu I'établir directe-
ment en partant du plan double F, que la surface dX est biration-
nellement équivalente au plan double ayant comme courbe de
diramation I'’ensemble des six droites

XtX2X3 (= X4+ X2+ X3) (X, — X2 + X3) (X4 + X2— X3) = 0.
On peut alors voir que les plans
-X1+X1+ X3=0, X4-X1+XJ=0, Xt+X2->X3=0

touchent la surface dX le long de coniques irréductibles. Le
premier de ces plans, par exemple, touche d% le long de la
conigue

- X1+ X2+X3=0, 2Kj2X2X3 + XjX4 = 0.

Liége, le 13 janvier 1934,

M. HAYEZ, Impr. de I’Académie royale, 112, rue de Louvain, Bruxelles.



