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Sur une surface algébrique non rationnelle de genres
arithmétique et géométrique nuis, et de genre linéaire un,

par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

On sait que M. Enriques a construit une surface de genres 
Pa = Pg = 0 possédant une courbe bicanonique d’ordre zéro et 
M. Castelnuovo une surface de genrespa = pg = 0 possédant un 
faisceau de courbes bicanoniques elliptiques. Plus tard, d’autres 
surfaces non rationnelles de genres />„ = />„ = 0 ont été construites 
par M. Enriques, par M. Campedelli et par nous-même. Nous 
avons en outre indiqué un procédé permettant de construire de 
telles surfaces, procédé basé sur les propriétés des involutions 
appartenant à une surface algébrique que nous avons obtenues 
dans ces dernières années. On trouvera dans notre monographie: 
Les surfaces algébriques non rationnelles de genres arithmétique 
et géométrique nuis (*), un exposé de la question et les renseigne
ments bibliographiques.

Il semble assez difficile d’édifier une théorie générale des sur
faces en question, et dans ces conditions, il est intéressant de 
construire des surfaces particulières de ce type. C’est à une telle 
construction qu est consacrée cette note. Précisément, nous 
construisons une surface régulière, de genre linéaire />(')= 1, 
possédant deux courbes elliptiques isolées T,, P2, dépourvue de 
courbes canoniques. La surface possède une seule courbe bicano
nique rt+ P2 et un faisceau |T| de courbes elliptiques tricano- 
niques. Chacune des courbes P,, P2, comptée trois fois appartient 
au faisceau | P |. La surface a les genres pa — pg = 0, P2 = 1
P. = V..

1. Considérons la variété de Segre représentant les couples de 
points d’une droite s0 et d’un plan <r0. C’est, comme on sait, une 
variété cubique VJ, à trois dimensions, normale dans un espace S5 
à cinq dimensions.

P) Actualités scientifiques et industrielles. Exposés de Géométrie, 
publiés sous la direction de M. Cartan (Paris, Hermann, 1934).

Voir également une note « Sur la construction de surfaces algébriques 
non rationnelles de genres arithmétique et géométrique nuis » (Bull, de 
l'Acad. roy. de Belg., Cl. des Sc., 1934, pp. 8-11), parue depuis la rédac
tion de la monographie précédente.
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Si zit z2 sont les coordonnées projectives homogènes d’un point 
de Sq et yu y2, y3 celles d’un point de cr0, en posant

X31 I X*2 I X2i • Xoo I X31 I X32 = IJi Zi . y± Z2 . ï/2 2»l • y2^2 • 2/3^1 • y3^*2 >

on obtient les équations de la variété V| sous la forme
Xu X21 X

CO

X* X22 X32

Les espaces à trois dimensions
X, Xlt + a2 X21 + x31 = 0, \ Xls + \ XK + X3 X32 = 0

coupent VJ suivant des quadriques Q formant un réseau | Q |. Les 
plans t<3

Pl Xjt "L Ps X^2 “ Oj Pi X„ P-2 ^22 ' d, Pi X31 -|- P2 X32 0

appartiennent à VJ et forment un faisceau | tu |.
Soit F la surface du neuvième ordre intersection de la variété VJ 

et d’une hypersurface cubique VJ de S5. La surface F contient un 
faisceau linéaire, dépourvu de points-base |C|, formé par les 
cubiques elliptiques découpées par VJ sur les plans ra. Elle possède, 
d’autre part, un réseau | D | de courbes D du sixième ordre inter
sections de VJ et des quadriques Q. Les courbes D sont des courbes 
canoniques de genre quatre et deux quadriques Q ayant en com
mun une droite; le réseau | D | est de degré trois. Un plan ra et une 
quadrique Q ont en commun une droite; donc une courbe C et une 
courbe D ont en commun trois points.

Un hyperplan contenant un plan tu coupe encore VJ suivant 
une quadrique Q; par conséquent, le système des sections hyper- 
planes de F est le système |C+ D|, de degré neuf et de 
genre sept.

Les groupes canoniques d’une courbe D sont découpés sur 
celle-ci par les plans de l’espace S3 auquel elle appartient et par 
suite par les hyperplans de S5. L’adjoint | D' | de | D | est donc le 
système | C -f D | et l’on a

I D' — D| = |C|.

Le système canonique de F est donc le faisceau |C| et l’on a 
pg = 2, p (J) = 1. L’adjoint | C' | de | C j est

|C'| = ! D' — D + CI = |2C|.

On a donc P2 = 3. Les systèmes pluri canoniques de F sont com
posés au moyen du faisceau [C| et l’on a P3 = 4,..., Pt = ^ + f, ...
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Le système | D' | = | C -f- D | découpe, sur une courbe D, la 
série canonique complète. Par suite, d’après un théorème de 
M. Picard, la surface F est régulière et pa = 2

La surface F est régulière et son système canonique est le 
faisceau de cubiques elliptiques \ C |. Les systèmes pluri canoniques 
sont composés au moyen de ce faisceau et la surface F a les 
caractères p(‘) = 1, p« = p„ = 2, P2 = 3,..., P* = k + 1, ...

2. Considérons, dans le plan o-0 et sur la droite s0, les homo
graphies de période trois

y'i-y’-yâ = yi-^y2 z'l:z:2 = zl:sz2,
où e est une racine primitive cubique de l'unité. Les points homo
logues de Vlj se correspondent dans l’homographie de période 
trois H d’équations

X n • X12 • X21. X22t X3i X32 — X „ ! sX 12 : s X21 : ^X^ : e2X 31 ; Xæ.
Cette homographie H possède comme axes les droites st, s2, s3 

d’équations
X12 = X* — X22 = X3i = 0, (Sj)
X22=Xsl = Xu = X32 = 0, (s2)
Xji = X32 = Xj2 = X21 = 0. (s3)

Supposons que la variété VI soit transformée en elle-même par 
l’homographie H. Soit, pour fixer les idées,

^11 X il -f- flJ2 X,2 -f- fl21 XI, fl22 XI2 fl3, X31 -J- fl 32 X 32 = 0
l’équation de cette variété. La variété Vf étant transformée eu 
elle-même par H, il en sera de même de la surface F et H engen
drera, sur cette surface, une involution cyclique 13 d’ordre trois.

L’involution I3 est dépourvue de points unis. En effet, les inter
sections des variétés V3,VI avec slt par exemple, sont données par

X11 X32—0, a41 XJ,aî2 Xjg = 0
et sont distinctes.

Dans le faisceau |C|, l’homographie H détermine une involution 
cubique pour laquelle il y a deux courbes unies, respectivement 
situées dans les plans

X(t — X21 — X3, = 0; X,2 =r= X22 - 
Nous désignerons des courbes par C,, C2.

0.

3. Désignons par une surface image de l’involution I3 Aux 
courbes Ct, C2, qui contiennent chacune oc1 groupe de I3, corres



pondent sur <1> des courbes F„ F2 qui sont elliptiques d’après la 
formule de Zeuthen.

Entre le genre arithmétique -a de ‘h et celui pa de F, on a la 
relation

Pa + 1 — 3 (~a + 1);
d’où na = 0. D’autre part, 4> est régulière comme F et le genre 
géométrique de 4> est ng = 0.

Il en résulte que la surface est dépourvue de courbes cano
niques.

Dans le système bicanonique |2C| de F, il existe trois courbes 
contenant a1 groupes de l’involution I3; ce sont les courbes 2C,, 
2C2, C, + C2; il leur correspond, sur 4>, les courbes 2T,, 2F2, 
F, -)- r2. L'adjointe d’une des courbes T,, F2 a pour homologue, 
sur F, une adjointe de C, ou C2, contenant oc1 groupes de I3. Par 
suite, l’adjointe de T, est l’une des courbes 2ri( 2T» ou r, -f T2. Ce 
ne peut être 2 T,, car F, serait une courbe canonique de 4»; ce 
ne peut être r, + F2, car T2 serait une courbe canonique de <P. Par 
conséquent, l’adjointe de r, est la courbe 2T2. De même, l’adjointe 
de r2 est la courbe 2F,.

r; = 2F2, F2 =- 21\.
Nous avons successivement

(r1 + r2y = 3r1 = 3F2,
(F1 + r!)" = 2r1 + r; = 2r1 + 2F2

et par suite
(rt -j-12)"—(i1 + rt) = r1 + i2.

La surface 4> possède donc une courbe bicanonique, Ft + T2, et 
le bigenre de 4> est P2 = L

A une courbe C correspond sur ‘h une courbe elliptique 1’ et 
à cette courbe T correspondent, sur F, trois courbes C transformées 
les unes dans les autres par l’homographie H.

Les courbes T forment un faisceau linéaire j F | qui comprend 
les courbes 3r4, 3 F».

Le système tricanonique de 4> est le faisceau |F| et l’on a P3=2.
Le système quadricanonique de 4> est 2F1-(-2r2 et l’on aP( = l, 

cette courbe étant isolée. Le système 5 — canonique est 4F, + F2 
et l’on a P5 = 2. On trouve de même P6 = 3, etc.

D’autre part, on a évidemment p (*) = 1 pour le genre linéaire 
de 4>.

La surface 4> a les genres p p) =41, pa = p9 = 0, P2 == 1, P3 = 2 
P4 = l, P5 = 2, P6 = 3, ...

Liège, le 12 novembre 1934.
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