GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Sur les involutions de genres un
appartenant a une surface algébrique,

par Lucien Godeatjx, correspondant de I’Académie.

(Seconde note.)

Dans notre premiere Note (’), nous avons montré que
si une involution d’ordre premier p, de genres un (pa= P4
= 1), n'ayant qu'un nombre fini de points unis, appartient
a une surface algébrique réguliére de genre p, supérieur a
I'unité, on a p=3, 5 7 ou 13 Nous avions déja montré,
par des exemples, que les cas p=3 et p=5 se présentent
effectivement. Dans cette seconde Note, nous nous propo-
sons d’établir I'existence du cas p =13 en construisant un
exemple d'une telle involution.

1. Soit F une surface algébrique réguliére possédant une
involution 1j3, d'ordre treize, n'ayant qu’'un nombre fini de
points unis et de genres un. Nous avons établi que F a
le genre arithmétique (égal au genre géométrique) p,=4
et le genre linéaire p({) =6. On peut donc prendre pour
modeéle projectif de la surface F une surface du cinquiéme
ordre dépourvue de courbes multiples. L’'involution i3 sera
engendrée, sur F, par une homographie de période treize
conservant cette surface. Nous avons, en outre, établi que
T'involution 1i3 posséde trois points unis.(*)

(*) Bulletin de I'Acad. roy. de Belgique, 1938, pp. 583-592.
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Considérons I’'homographie H d’équations
X\ oxX\ xR x\N—xx:osx? o t9x3 oS3,

ou £ est une racine primitive treizieme de l'unité. Elle trans-
forme en elle-méme la surface F d’équation

«l X\ = «2 Xt X3 4+ «3 Xl X4 + «4 X\ X2 4+ «5 X\ X2 X3 X4 = =.

dépourvue de points double et par conséquent de genres
»=4 p(l)=6.

Sur F, I'homographie H engendre une involution d’'ordre
treize, lu, ayant les trois points unis 02 (0, 1, 0, 0), Os (O,
0,1 0), 04 (00, 0, 1).

Pour obtenir une image $ de l'involution lu, posons

X, X, 3 x4
X\ ox\x3 x\xt x\x2'

En éliminant les x entre ces équations et I'équation de F,
nous obtenons l'équation de la surface $ sous la forme

(@ X, +al X2 + a3X3 + a4X4P + «axX?X? X3 X4 = 0.

Cette surface, du cinquiéme ordre, posséde la droite
double r d’équations

Xj—0, ctiXi CE2X24" 34"adX4=0 .

A cette droite double est infiniment voisine une seconde
droite double située dans le plan Xi=0, car ce plan a un
contact du quatriéeme ordre avec la surface le long de la
droite double r.

La surface <> posséde par conséquent comme i-adjointe
le plan Xi=0 compté i fois; par conséquent, elle a une
courbe i-cauonique d’'ordre zéro. En particulier, on a
p,=P4i=1 et la surface étant réguliere comme la sur-
face F, on a pa= 1. La surface 4 est donc bien de genres un.

2. On peut confirmer ce résultat en transformant la
surface (F en une surface du quatrieme ordre.
Effectuons la transformation quadratique

Y, Y2 Y3 Y4=€2: X1 X2 X, X3 X, ?,
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ou Nous avons posé
(p— 0] XT + tt2X2 + CI3X3 + (14X4 .
Les formules inverses de cette transformation sont
X2 X X3:o=VYf:VYjY,: VY, Y3 VY, VY4,
elle fait correspondre & la surface <> la surface d>' d’équation
alY?Yi+a?Y2 Y3(Y,Yi—a YI—aY,YI—aY,Y>=0.

La surface  est du quatrieme ordre et est dépourvue de
courbes multiples. Elle possede quatre points doubles
biplanaires, a savoir les points (0, o. o 1), (0, 1, 0, 0).
(0, 0, 1, 0) et le point

YI=Y4=0,6 a2Y2+a3Y3i=0.

Ces singularités étant sans influence sur les genres de
la surface, celle-ci est donc bien de genres un.

3. Nous avons établi qu’a chacun des points unis de I'in-
volution li3 sont infiniment voisins, dans une direction,
cing points infiniment voisins successifs unis dont le der-
nier est uni parfait et, dans une seconde direction, dix
points unis infiniment voisins successifs dont le dernier est
uni parfait. Nous allons vérifier qu’il en est bien ainsi. A
cause de la symétrie des équations, il suffira d’ailleurs de le
vérifier pour I'un des points unis, par exemple pour 02

Considérons, sur la surface F, le systeme |C| découpé
par les surfaces

AN 4+ X X\ X\ *4 +— X X2 ~3 X4 +— 3 X\ XI —F X, Xi X3 X4 = °=-
Les courbes C passant par le point uni O2 sont découpées
sur F par les surfaces

X X\ X X4 = 22 X2 *3 X4 -+ 23 XFXI =+ Xx X, X3 XI = 0 ; 11)

elles ont un point triple en 02, deux tangentes coincidant
avec la droite a% =x3=0 et une avec la droite x3=Xi=f).
Pour examiner la singularité des courbes C aux points
infiniment voisins de 02, effectuons la transformation
X, X x3:xd=y,yh: yfy3yl:yly4, (T
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qui fait correspondre aux points infiniment voisins de O?
les points du plan 74 =0 et, en particulier, au point infini-
ment voisin de 02 sur la droite xi =x3=0, le point (0, 1
0, 0).

A la surface F correspond la surface F' d’éguation

«IVEW+ «Qyfyl + 3yl 3yl + «dyfyd + «5y3yfy3y3 =0
et a la surface (1),

y?y?+\y|y|y4+\y|yfyf+Xy|y,y3yf=0. (2)
On voit donc qu’au point O? est infiniment voisin, sur la
droite Xxi =x3=0, un point double pour les courbes G pas-
sant par O2
Effectuons deux fois de suite la transformation T sur les
surfaces F' et (2). 1l vient respectivement
Y2y + «Qyls y3 + al yl yfyi° + «d yfo y! +  ylyfydyl =0
(F")
vy y? += X\ ylil + Xilyfy!l + Xyfyl y3yf =0+ (3
La courbe commune a ces deux surfaces, transformée
par T3 d'une courbe C passant par 02, a un point double
en (0, 1, 0, 0), les deux tangentes étant confondues avec
la droite
yi=0, ayd+alyi=0. 4)
Les courbes C passant par O ont donc trois points
doubles infiniment voisins successifs de 02, le premier étant
sur xI =x3=0.
Pour simplifier I’écriture, disposons du point unitaire
de facon & pouvoir poser a? =ai=1. Effectuons ensuite sur
les surfaces F/; et (3) la transformation

yl:iyl:y3:yt =y, yh:-yf: (Y3 —y2)yhrylyd; (T)
nous obtenons
«1 y?yi6 + yf° y3 + « y4 (y3 — ydd yi3 +
+ s yfyfy3(y3—y2) yf=0, (P")

Xy y? + X yf (y8 — y2s Yi + X Yf (y3 — y2)2 yfl -f
+ Xyl Vi(ys—y) yf=0. (5
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La courbe commune & ces deux surfaces, transformée
d’'une courbe C passant par 02 posséde un point double
en (0, 1, 0, 0), les deux tangentes étant confondues avec
la droite yi=y3=0. La courbe commune aux surfaces F"
et (3) posséde donc un point double infiniment voisin de
(0, 1, O, 0) sur la droite (4).

Effectuons la transformation T sur les surfaces F'"' et (5) ;
il vient

«iyfyf+yfays+ yl(yaya—yf) y? +
+ 0osyny?ys (ysy* —yh) yf = >
N\ y" yf + \yfi (ysys — yhHs yf + ~y? (yaya — yhH yf +
~ayfs yiya (ys ys —yf) = °

La courbe commune a ces deux surfaces posséde un point
double en (0, 1, 0, 0), les tangentes

y3=o0, ay?’+\yf=o

étant variables avec la surface (1).

On conclut de tout ceci que les courbes C passant par O?
ont en commun cing points doubles infiniment voisins suc-
cessifs dont le premier est sur la droite xi=x3=0. Ces
points sont évidemment unis pour l'involution L3 et le
dernier est uni parfait.

4. On pourrait démontrer de la méme maniere que les
courbes C passant par O2 ont en commun dix points simples
infiniment voisins successifs, nécessairement unis pour 1'in-
volution 113, le dernier étant uni parfait. 1l suffit d’effectuer,
sur F et sur la surface (1), quatre fois de suite la trans-
formation

*o*g*3 A =vyiyl:yf:viyd:yiyl (T)
puis, aprés avoir disposé du point unitaire pour pouvoir
poser ai=al=1, la transformation

Y\ oy2rys i y\=vyiy yf:yi (y,—y3) : Viys:
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On effectuera enfin & nouveau cing fois de suite la trans-
formation T'. Nous nous bornerons a ces indications, les
calculs ne présentant aucune difficulté.

Liege, le 17 avril 1939.
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