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Sur une surface algébrique
de genre un contenant un faisceau de courbes elliptiques,

par L. GODEAUX, Membre de la Société.

Dans cette bréve note, nous nous proposons de construire
une surface algébrique dont la courbe canonique, unique, est
formée d’une courbe elliptique comptée deux fois. Cette courbe,
comptée quatre fois, appartient totalement a un faisceau de
courbes dont les éléments sont les courbes bicanoniques de la
surface. Celle-ci, que nous obtenons comme surface image d’une
involution d’ordre sept, n’ayant qu’'un nombre fini de points
unis, appartenant a une surface algébrique du sixiéme ordre,
nous a paru posséder des particularités suffisamment intéres-
santes pour étre signalée (*).

1. Considérons, dans I'espace ordinaire, la surface F du
sixieme ordre d’équation
al X x2x3xt + x\ (a, x\ + al x\ xt -f ax\ xz + aix] x3) + asafl  x\
+ b,calx-i +  XxI x4 + bIx\ x2 + xt (c2 x\x\ + ¢-ex\x\ + c4xixt) =0.

(*) On trouvera les propriétés des involutions dont nous faisons usage
dans notre exposé sur Les involutions cycliques appartenant a une sur-
face algébrique (Paris, Hermann, 1935).
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Elle est transformée en elle-méme par I’homographie H, de
période sept,

X[~ X2: X3 x'4 = X4 tx2: 23 : edxd,

ol e est une racine primitive septieme de l'unité. Sur la sur-
face F, H engendre une involution I7 d’ordre sept, ayant trois
points unis O, (0, 1, 0, 0), 03 (0, 0, 1, 0) et O4 (0, O, O, 1).

Le point 02 posséde deux points unis dans son domaine du
premier ordre, a savoir les points qui se trouvent sur les droites
x3=x4=0, x1=x3-0. Nous allons montrer que ce dernier point
est uni parfait pour I'involution I7.

Effectuons la transformation quadratique

Xt X2 X3 x4 = yay4d yy yiyh .y, Y4,

qui fait correspondre au domaine du premier ordre du point
0?2 le plan y,=0 et en particulier au point infiniment voisin
de 02 sur la droite x4=x3=0, le point 03 (yl=y3=yi=0, y2=1).
A la surface F correspond la surface F' d’équation

«0 YT YTy-iV\ + Y\ ya (<l YWY\ + a2 YWY\ + a3 YWY\ Y\ + ad y\ y3i\)

et a I’lhomographie H, I'homographie H' d’équations

Vi-yy-yy-yiryi- Ayl Ny i ye
Dans le plan y3=0, tangent en 0% a la surface F', I’homogra-
phie H' détermine une homologie de centre 0'2, ce qui démontre
notre assertion.
La symétrie des équations de F et de H montre que les points
infiniment voisins de 03 sur x2=xt—0 et de 04 sur x1—x3=0
sont unis parfaits pour I’involution I7.

2. Pour obtenir une surface image de I'involution 17, consi-
dérons le systeme linéaire de surfaces

NXEXIXXE+ X x{ -F\X\XE X3XTX2 + X04Xa =0, (1)

transformé en lui-méme par H. Rapportons projectivement les
surfaces de ce systéme aux hyperplans d'un espace linéaire S4
en posant

X0 =Xj= Xa Xt

XXXt xi X\ 0l X2 x] %3
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A la surface F correspond une surface <} image de l'involu-
tion 17, d’équations

X, X2 X3X! = XJ,
a0 A0 + Xq («i Xj -|- n2 X2-)- aj X3 F- a., Xt) -(- XO(C2X3X! -F- ¢ X4X24-C4X2X3)
+ bt XIX3 + b3 X| Xt + bl X4 X2 + a5 X2 X3 X4 = 0.

La surface <>, du douziéme ordre, est normale, car on ne peut
adjoindre au systéme linéaire (1) une surface telle que le sys-
teme obtenu soit composé au moyen de I'involution 17,

Si une involution cyclique lp, d’ordre premier p, appartenant
a une surface algébrique de genres pa, p(I\ possede a points
unis non parfaits a chacun desquels est infiniment voisin un
point uni parfait, les genres tAl) d’une surface image de
I'involution sont donnés par (*)

R(pa+1)=12p K+ 1)+ saf{p—1) (p—11),
—1=pwn—1)-fJa{p—23)2

Actuellement, pour la surface F, on a pa=10, p” =25, p=l,
a=3. On en déduit que les genres de la surface ¢ sont "“a=l,
re(l) =i. D’autre part, F étant réguliére, il en est de méme de
et le genre géométrique de cette surface est k,,=1.

3. A la courbe canonique de la surface ¢ correspond, sur F,
une courbe canonique de cette surface passant deux fois par les
points unis 02, 03, 04 et par les points unis parfaits infiniment
voisins. Les courbes canoniques de F étant découpées par les
guadriques, la transformée de la courbe canonique de < est
découpée par la quadrique x\ =0; c’est donc la courbe

Xi =0, b2a”x3 + b3xixt + bix] x2 + aAx\x\x\ =0, (2)

comptée deux fois. La courbe canonique de ¢ est par suite la
cubique elliptique

X0= X, =0, blXIX3+ biXiXi+biX] X2+ a5sX2X3Xt=0, (3)

comptée deux fois.

Les courbes bicanoniques de F sont découpées sur cette sur-
face par les surfaces du quatrieme ordre. Parmi celles-ci se
trouve la surface xi =0 et la courbe (2), comptée quatre fois,
est une courbe bicanonique de F. A cette courbe correspond, sur

(g Recherches sur les involutions cycliques appartenant a une sur-
face algébrique {Bull, de I'Acad. Boy. de Belg., 1935, pp. 338-344).
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la surface 4, la courbe (3) comptée quatre fois. Il semblerait,
d’aprés ceci, que le systeme bicanonique de 4 soit le systéme
de ses sections hyperplanes, mais il n’en est rien, car les courbes
bicanoniques de 4 étant les adjointes de la courbe elliptique (3),
ne peuvent rencontrer celle-ci; les hyperplans découpant sur ¢
les courbes bicanoniques de cette surface doivent rencontrer
la courbe (3) en des points singuliers de la surface. Ces points
singuliers doivent d’ailleurs correspondre aux points unis de
I'involution 17.

On voit aisément qu’aux points unis 02, 03, 04 de I7 corres-
pondent respectivement les points (0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0),
(0, 0, 0, 0, 1). Par conséquent, les courbes bicanoniques de <* sont
découpées sur cette surface par les hyperplans

elles forment un faisceau comprenant comme composante fixe
la courbe (3).
La surface ¢ a le bigenre P2=2.

4. Les résultats qui viennent d’étre obtenus peuvent d’ailleurs
étre contrblés de la maniére suivante :

Projetons la surface 4 du point (0, 1, 0, 0, 0) sur I’hyperplan
X1=0. Le centre de projection étant un point sextuple de la
surface, nous obtenons une surface du sixieme ordre 4' d’équa-
tion

a, Xo + Xz X3 Xa [rto Xi -f- Xj (a2 X2 -j- n3 X3 -+- al X4)
4~ X0 (€2 Xa X4 -+ €3 X4 X2 -f- ¢4 X2 X3)]
4- Xa X3 Xa (b2 X\ Xs -j- b3 Xs Xa -f- bd Xa X2) -f-  Xj Xj Xj = 0.
Le point 02 (0, 1, 0, 0) est triple pour cette surface, le coéne

tangent en ce point étant X3X4=0.
Effectuons la transformation

Xo X Xzt Xa— YtY2:Y]:YtYs: Y2V

qui fait correspondre au domaine du point 02 le plan Y1=0 et
en particulier au point infiniment voisin de 0% sur la droite
X3=X4=0, le point (0, 1, 0, 0).

A la surface 4' correspond la surface

fl, Yo Yj+ YaY| Y Y[, Y* Y|+ Yj(atY|+ a3Y.Ys+ aly, Yj]
+ YaYTYsYe(2YjYsYs+C2Y|Ya+ C3Y|Y3)
+ Y1YsYa (02YjYs+ b3YIYIY: + bl Y:YjYj) + a5 Y, YjYjYj=o0.



Le point (0, 1, 0, 0) est triple conique et la droite Y!=Y3=0 est
double pour cette surface. Par conséquent, le point triple 02 de
la surface 4' possede, dans son domaine du premier ordre, un
point triple sur la droite X3=X4{=0 et une droite double dans
le plan X3=0.

On démontre de méme qu’au point triple 0% (0, 0, 1, 0) de
la surface 4' sont infiniment voisins un point triple sur la
droite X2=X4=0 et une droite double dans le plan X4=0. Au
point triple O'4 (0, 0, 0, 1) de 4' sont infiniment voisins un point
triple sur la droite X2=X3=0 et une droite double dans le plan
X2=0.

Les quadriques adjointes a la surface 4' doivent donc passer
par les points triples 0'2, 0'3, 04 en y touchant respectivement
les plans X3=0, X4=0, X2=0. Il est facile de voir qu’il existe
une seule de ces quadriques, d’équation XI=0.

Les surfaces du quatriéme ordre biadjointes a 4' doivent, soit
passer doublement par 0'2, 0'3, 0'4, les cbnes tangents en ces
points étant respectivement X23=0, X24=0, X2=0, soit passer
triplement par les mémes points en y touchant respectivement
les plans X3=0, X4=0, X2=0. On trouve ainsi un faisceau de
surfaces

XO(X2 + 1X2 X3 X4) =0,
ce qui confirme les résultats obtenus plus haut.
On observe que les droites

Xl=x2=0, Xo=x3=0, Xl=xl=o0
sont exceptionnelles.

5. Les surfaces du sixiéme ordre triadjointes a la surface 4'
ont pour éguations

X X°+ X X2XIX3 Xt + 52 XI XIX2 =0

il leur correspond les surfaces
Xaf[ + N\ x\x2x3Xi - Xx\ x\x\ =0
triadjointes a la surface F.

Les courbes tricanoniques de la surface 4 sont donc découpées
sur celle-ci par les couples d’hyperplans

XN + \ X0OX4t+ X2X2 = 0;

elles sont formées au moyen de couples de courbes bicanoniques.
On a P3=3.
Liege, le 19 avril 1939.
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