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Sur les surfaces possédant une conique multiple,
par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Nous considérons dans cette note les surfaces de l’espace à. 
quatre dimensions intersections d’une hyperquadrique et d’une 
hypersurface, ou, ce qui est la même chose, une surface de 
l’espace ordinaire d’ordre 2 n, ayant une conique multiple 
d’ordre n. Le système canonique d’une telle surface se 
détermine sans difficulté. Supposons que cette surface soit 
transformée en elle-même par une homographie cyclique de 
période p. Si l’on considère le modèle projectif de la surface 
ayant une conique multiple, cette homographie est une homo
logie dont le plan est celui de la conique. Les points-pinces de 
la surface situés sur cette conique et dont les plans tangents 
passent par le centre d’homologie sont les points unis de 
l’involution engendrée par l’homologie sur la surface. Nous 
construisons une surface image de cette involution dans les cas 
p=2, p=3.

Dans le cas p= 2, la surface image est l’intersection d’une 
hyperquadrique, d’une hypersurface d’ordre n et du cône pro
jetant d’une droite une surface de Veronese. Dans le cas p=3, 
on obtient une surface intersection d’une hyperquadrique, d’une 
hypersurface et du cône projetant d’une droite une surface 
dont les sections hyperplanes représentent les cubiques d’un 
plan. Dans les deux cas, les surfaces possèdent des points 
doubles, respectivement coniques ou biplanaires ordinaires. 
Nous construisons le système canonique de chacune de ces 
surfaces et nous montrons que la construction de Ce système 
subsiste lorsque les points doubles disparaissent.

Citons, parmi les surfaces rencontrées, les suivantes :
Bans un espace à sept dimensions, l'intersection de deux 

hyperquadrique s et du cône projetant d'une droite une surface 
de Veronese est une surface dont les sections hyperplanes sont 
les courbes bicanoniques.

Bans un espace à onze dimensions, l'intersection de deux 
hyperquadriques et du cône projetant d'une droite la surface 
dont les sections hyperplanes représentent les cubiques d'un 
plan est une surface dont les sections hyperplanes sont les 
courbes canoniques.

Le cas p> 3 conduirait à la construction de surfaces analo-
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gués, appartenant au cône projetant d’une droite la surface 
îeprésentant les courbes planes d’ordre j>, à une hyperquadrique 
et à une hypersurface.

1. Considérons dans un espace S4) à quatre dimensions, la 
surface F intersection d’une hyperquadrique V32 et d’une 
hypersurface d’ordre n, V3n, irréductibles. Pour déterminer le 
système canonique de la surface F, projetons celle-ci sur un 
espace S3 à partir d’un point de l’hyperquadrique V32 n’appar
tenant pas à la surface. Aux sections hyperplanes de V32 corres
pondent les quadriques de S3 passant par une conique y et, 
par conséquent, à la surface F correspond, birationnellement, 
une surface F' d’ordre 2 n, passant n fois par la conique y.

Sur la surface F', le système canonique est découpé par les 
adjointes d ordre 2 n — 4 passant n — 1 fois par y. Ces surfaces 
sont formées du plan de y compté deux fois et des surfaces 
d ordre 2n— 6 passant n—3 fois par y. Ces surfaces corres
pondent aux sections de V32 par les hypersurfaces d’ordre n — 3 
de S4. Ces hypersurfaces découpent donc sur F le système cano
nique de cette surface (1).

Si nous désignons par |C| le système des sections hyperplanes 
de F, le système canonique est donc |(n —3)C|.

Pour évaluer le genre géométrique p„ de F. observons que 
l’on peut toujours disposer de la figure de référence de S4 de 
manière que l’équation de V32 soit

x0x4 = <p2 (æu x2, x3\
?2 étant une forme quadratique en x,, x2, x3. Les équations de 
la conique y dans l’espace x0 = 0, le centre de projection étant 
le point O0 (1,0,0,0,0), sont

x4 = 0, o2(x{1 x„ x3) = 0.
L’équation de la surface F' peut alors s’écrire

^”<*0 + xf-'cti + ... + -f ... + x?an +xri~^n_io2
+ ^r2P»-2$ h—i- xr'Vn-iti h—h ^Pr-r' + p„<p’2‘ = o,

où a0, a4, ..., an_4, p0, p4, p„_4 sont des formes algébriques en
x3, x2, x3 dont le degré est indiqué par l’indice.

0) On peut également déduire ce fait d’un théorème plus général que 
nous avons établi dans une note Sur les surfaces algébriques inter
sections complètes d'hypersurfaces parue en 1941 ou 1942 dans la Bevista 
de l’Université de Tucuman, série A, Matematicas y Fisica teorica. 
Le procédé de démonstration était différent.
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On en déduit l’équation de la variété V3" sous la forme
x?a0 -j- -|------h £C?*_<<*i +•" + »»

+ + vfipn-z + "• + Æofin-i + ••• + æo‘ l3i + a'ofio = 0.
En écrivant cette équation, on tient compte évidemment de 

celle de V32.
L’équation d’une surface d’ordre 2n—-6 passant n—3 fois 

par y s’écrit
x1/1-6!o H----- h -\------h x?-3K-3 + a?J->n-4Ÿ* +

+ h—t- ^o<?r3 = o,
où les >.( et les [j.( sont des formes en xlt x2, x3 dont le degré est 
indiqué par l’indice.

Le genre géométrique p„ de F est égal au nombre de termes 
de l’équation précédente. On a donc

n—3< n-4A \
P» = Iô(* + 1)^ + 2 3)+^9(î’+1)(* + 2)=A(n "

i=0 ~ <=0 ~ °

Le genre p„ est aussi égal au nombre d’hypersurfaces linéai
rement indépendantes d’ordre n — 3 de S4, diminué du nombre 
d’hypersurfaces linéairement indépendantes d’ordre n—5; il 
peut aussi être calculé facilement par ce procédé.

2. Les sections hyperplanes C de la surface F, ou encore les 
sections de F' par les quadriques passant par la conique y sont 
de genre {n — l)2. Il en résulte que le système canonique 
|(n — 3) G| de F a le degré n{n — 2) (n — 3)2. Le genre linéaire 
de F est donc ??(1)=n(n — 2) (n — 3)2 + l.

Le système adjoint au système |C| est le système |(n — 2)C|,
de dimension \n{n — 1) (2n—1). Il comprend deux systèmes 

b
linéaires formés l’un par les courbes composées d’une courbe C 
déterminée et des courbes canoniques; l’autre de courbes qui 
ne contiennent pas la courbe C envisagée. Ce dernier système 
a la dimension n{n — 2) et par conséquent le système |(n — 2) C | 
découpe, sur une courbe C, la série canonique complète de 
celle-ci. La surface F est donc régulière.

La surface F présente les caractères

pa=pg= ~(n— 1)(« - 2)(2k-3),/' = «(»-2)(n — 3)* + 1.

3. Supposons que la surface F soit transformée en elle-même 
par l’homographie harmonique H d’équations

x'o : x[ : x's : x'3 : x\ = — x0 : x, : a?2 : x3 : — x4,
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ayant pour axes ponctuels la droite cq d’équations x4 = x2 = x3 = 0 
et le plan a2, d’équations x0=x4=0. L’hyperquadrique V32 est 
transformée en elle-même par H et pour qu’il en soit de même 
de l’hypersurface V3n, il faut que les formes a2i+1, p2i+1 de degrés 
impairs soient identiquement nulles dans l’équation écrite 
plus haut.

L’homographie H engendre sur F une involution I2 d’ordre 2. 
La droite <q ne rencontre pas F. Le plan c, rencontre cette 
surface en 2 n points donnés par

ç>2 = 0, ctn = 0
si n est pair, ou bien suivant la conique tp2=0, si n est impair.

Nous supposerons n pair et poserons n=2p. Dans ces condi
tions, l’involution I2 possède un nombre fini, 2n=4p, de points 
unis.

Il est intéressant de remarquer que sur la surface F', l’invo- 
lution I2 est engendrée par l’homologie harmonique

x[ : x'ï : x’3 : X4 = x4 : x2 : x3 : — X4.

Les points unis sont les points-pinces de la surface situés sur 
la courbe y, le plan tangent passant par le centre d’homologie. 
Celle-ci transforme en elle-même la courbe tracée sur F' infi
niment voisine de y et aux points-pinces considérés, l’invplution 
déterminée sur cette courbe par l’homologie possède des points 
unis.

L’équation des n plans tangents à F' en un point a; de y s’écrit

..., kn étant des coefficients numériques. Les points-pinces 
en question sont bien donnés par a„=0, <f>2=0.

4. Considérons les surfaces du quatrième ordre

+ ac\ + \2x\ -1------h \3x2x3) + lifi = 0,

passant deux fois par y et transformées en elles-mêmes par 
l’homologie. Rapportons projectivement ces surfaces aux hyper- 
plans d’un espace linéaire S7 à sept dimensions en posant

p X0 = x44, pXiK = a?4XiXK, pXt = tp| (i, k = 1,2,3).
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L’élimination des x entre cçs équations donne les équations 
que l’on obtient en écrivant que le déterminant

X„ X„ X31 1
X„ X22 X* = 0
X31 X23 X33 1

est de caractéristique un, et l’équation
X„X, = F|, (2)

en désignant par F! ce que devient <p2 lorsque l’on y remplace 
x,xk par Xik.

Les équations (1) représentent le cône V44, à quatre dimen
sions, projetant de la droite Xik=0 une surface de Veronese 
appartenant à l’espace X0 = X1=0. L’équation (2) représente une 
hyperquadrique et l’ensemble des équations (1), (2) représente 
une variété V38 image de l’involution engendrée par l’homologie 
dans l’espace (xl,x2,x3,xi).

Au centre de l’homologie correspond sur la variété V38 le 
domaine du point X1 = X,k=0; ce point est quadruple pour la 
variété, le cône tangent étant le cône projetant du point de 
contact la surface de Veronese (1).

Au plan x4=0 de l’homologie correspond sur la variété V38 
le domaine du point X0 = X(/t=0; ce point est quadruple pour 
la variété et le cône tangent est le cône projetant du point 
la surface de Veronese (1).

A la conique y2 correspond la section de la surface (1) par 
l’espace à quatre dimensions

X0 = 0, Xj = 0, F, = 0.
C’est une courbe rationnelle y' du quatrième ordre le long de 
laquelle la variété V38 touche l’hyperplan F1=0.

Les quadriques passant par y forment deux systèmes, à savoir
xt (Xjû?! + ltxt + \x3) = 0, x] + X<p2 = 0.

Aux premières correspondent les sections de la variété V3S 
par les cônes V32 projetant de la droite Xik=0 les coniques de 
la surface de Veronese (1). Aux Secondes correspondent les 
sections de la variété V38 par les hyperplans

X0 + 2 XF, + X*Xt = 0; (3)
le système formé par ces hyperplans a pour enveloppe l’hyper- 
quadrique (2), de sorte que chacun de ces hyperplans touche V38 
en chaque point d’intersection. La courbe y' appartient à toutes 
ces sections.



— 345

On observera que l’hyperquadrique (2) est un cône ayant pour 
sommet un espace à quatre dimensions X0 = X1 = F1=0.

5. Reprenons la surface F'; l’image de l’involution I2 appar
tenant à cette surface est une surface $ tracée sur la variété V38.

L’équation de la surface F' s’écrit
xfcLo + a?F-2a2 H------f oc?-,lcL2i H----- F

+ #4P-*p2p_2!fI + ••■ + ^P_2ip2p-2i'p21 + ~ 0
En remplaçant dans a2(, p2f, x(xk par Xlk, nous obtiendrons 

des formes de degré i que nous désignerons par A,, B*. L’équa
tion précédente donne alors

X?a„+ X^A, + ... -f Xr‘Aj + ... + A„ 
+ XjBp^ -(- ••• -}- XJB^, -F ••• + Xf p0 = 0.

La surface $ est donc l’intersection de la variété V38 et d’une 
hypersurface d’ordre p. On vérifie aisément que c’est l’inter
section complète de ces variétés; <E> est donc d’ordre 8 p.

Entre les genres arithmétiques pa, ita de F, <ï> et le nombre r 
des points unis de l’involution, nous avons la relation (2)

12(pa+l) = 24(na+i)-3z;
d’où, puisque t=4 p, la valeur de pa ayant été donnée plus haut,

*a=4(p~l)(4^-5^ + 3).
O

La surface F étant régulière, il en est de même de <f>. D’autre 
part, le genre linéaire de <f> est égal à | (/F1)—l) + i. La surface <I> 
présente donc les caractères

Pa ^Po *= - (p — 1) (4j9! — 5 jo+3), pw = 2p {p —1)(2p—3)2+ 1.
3

Les coürbes C découpées sur F' par les quadriques passant 
par y sont de genre {2p — l)2 et forment un système linéaire 
de degré 4 p. Nous avons indiqué tantôt deux systèmes de 
quadriques passant par y et transformés en eux-mêmes par 
l’homologie. Aux courbes G découpées sur F' par les quadriques 
du premier système correspondent sur <f> des courbes F de genre 
2p(p —1) + 1 formant un réseau |r| de degré 2p.

(2) Voir notre Mémoire sur les surfaces algébriques doubles ayant 
un nombre fini de points de diramation (Annales de la Faculté des 
Sciences de Toulouse, 1914, pp. 289-312).
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Les points de diramation de la surface <ï> sont les points d’in
tersection de la courbe y' et de l’hypersurface Ve” d’équation (4). 
Ce sont kp points doubles coniques pour la surface. Les hyper- 
plans (3) touchent la surface 4 suivant des courbes r0 passant 
par ces points et formant un faisceau. Les courbes r0 sont de 
genre [p— 1) (2p—1).

Chacun des points de. diramation de la surface <t> est équi
valent à une courbe rationnelle S de degré —2. Si nous dési
gnons par A la somme de ces 4 p courbes, nous avons

2 r = 2 r0 + A.

Le système complet |2T] est constitué par les sections hyper- 
planes de <I>.

6. Le système canonique de <î> a pour homologue, sur F', le 
système linéaire découpé par les adjointes d’ordre 4 p—6, 
transformées en elles-mêmes par l’homologie et ne passant pas 
par les points unis de I2. Un premier système d’adjointes, 
d’ordre 4p — 6, transformées en elles-mêmes par l’homologie, 
a pour équation

+ a?f-sX2 + ... -[- -f ... + ^p-2X2j)_J
+ xf — -f- ... + Xf 4 ~l[J-2p-4-2i ?2+i + ... + -J- [^0':p|p-3= 0,

où les coefficients sont variables.
Désignons par L,, M, les polynômes de degré i déduits de 

*2i, f^i en y posant x,xk=Xik. L’équation précédente donne

xr*x0 + X?-2 L, + ... + Xr*-‘Lt + ... + X0Lp_2 
+ Fi (M^_2 + ... + X'Mp^ + ... + Xr3M, + [i0xn = 0.

Ces hypersurfaces passent par les points de diramation de la 
surface <ï> et ne découpent donc pas le système canonique de 
cette surface.

Le second système d’adjointes d’ordre 4 p—6, transformées 
en elles-mêmes par l’homologie, a pour équation, après supres- 
sion du facteur x4,

®TflX1 + ... + ar-®-*X2i+( + «. + aft* Va
X'f |*ïp-5?i d- ••• “b 4 21 p2p_3_2i tp2' -f- ... -)- jAj tp2P_‘ = 0.

Désignons par L'*, M'f les polynômes obtenus en remplaçant
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dans X,-, fj.(, les coordonnées x1, x2, x3 respectivement par 
X„, X12, X13. L’équation précédente donne

xr2xfr2L; +... + Xf-^vxfr2-1 l'z(+1 +... + l^3
+ +... + xîx^M^i +... + xr2xr2M; = 0.

C’est une hypersurface d’ordre 2 p— 3, passant 2 p—3 fois 
par le cône projetant de la droite Xit=0 la conique

xu = XI2 = X13 = 0, Xj2 X33 X|3 = 0.
Il en résulte que le système canonique de <E> est \{2p — 3)r|.
Les hypersurfaces (5) découpent sur <l> le système 

|(2p—4)r + r0|.

7. La surface <I> de S7, intersection de la variété V44, d’une 
hyperquadrique (conique) et d’une hypersurface d’ordre p, 
possède 4 p points doubles coniques. La disparition de ces singu
larités ne modifie pas les caractères de la surface ni la construc
tion canonique, comme nous allons le montrer.

Soient dans S7, s3 une droite, s5 un espace linéaire à cinq 
dimensions ne rencontrant pas la droite, ’F une surface de 
Veronese appartenant à s5. V62 une hyperquadrique et V/ une 
hypersurface d’ordre p situées d’une manière générale. Le cône 
V44 projetant T de slf VG2 et V6P ont en commun une surface 4> 
d’ordre 8 p. Nous désignerons par s les coniques tracées sur la 
surface W et par V32 les cônes qui les projettent de la droite v 
Ces cônes coupent la surface 4» suivant des courbes que nous 
désignerons par T; les sections hyperplanes de <f> forment le 
système |2r|. Observons que le système |L| est de degré 2p, 
les points communs à deux courbes r situées sur les cônes 
projetant de s7 les coniques ex, e2 de 'F, ont en commun les 2 p 
points appartenant à V62, VGP, situés dans le plan passant par s3 
et le point commun à elt e2.

La droite s7 et une conique e déterminent un espace à quatre 
dimensions S4, coupant V62, V6P suivant des hypersurfaces V3'2, 
V3P. Le cône V32 projetant s de .?x, V3'2 et V/ ont en commun 
une courbe F. Projetons r sur un espace à trois dimensions S3 
à partir d’un des points d’intersection P de sI et de V/2. Cette 
hyperquadrique est représentée point par point sur S3. A la 
section de V3'2 par V3P correspond une surface V22p ayant une 
conique y multiple d’ordre p. A la section de V/2 correspond 
un cône de second degré V22. A la courbe F correspond la 
courbe T' d’ordre 47?, section de V22p par V22.
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Pour évaluer le genre de T', on peut imaginer que le cône V22 
se déforme d’une manière continue jusqu’à se réduire à deux 
plans. Les sections planes de V22!> étant de genre (p—l)2, là 
courbe T' est de genre 2p(p —1) + 1.

Le système canonique complet de T' est découpé par les , 
surfaces d’ordre 2p—2 passant p—1 fois par y- Parmi ces 
surfaces se trouvent celles qui sont formées du plan de y 
compté p — 1 fois et de cônes d’ordre n—1 ayant le même 
sommet que V22. Il en résulte que les groupes de 2{p — 1) 
génératrices de V22 découpent des groupes canoniques sur r\

En retournant à la courbe r, on voit que les groupes de 
2(p — 1) plans passant par et rencontrant r découpent des 
groupes canoniques. Cela étant, sur la surface <ï>, les groupes 
de 2 (p — 4) courbes du réseau | r | découpent des groupes cano
niques sur une courbe de ce réseau. L’adjoint au système |r| 
est donc

|r«| = |(2jo — 2) TJ.
car le réseau J r | est dépourvu de courbes fondamentales.

Le système canonique de $ est donc le système | (2p—3) r | 
comme dans le cas particulier où <ï> possède 4 p points doubles 
coniques.

8. Le cas particulier p=2 présente un certain intérêt. Dans 
ce cas, le système canonique de la surface $ est le réseau |r| 
et on a pa=p0=3, pM=B.

Le système des sections hyperplanes de <t> est le système 
bicanonique |2T| et on a P2 = 8. On obtient ainsi un modèle 
bicanonique d’une surface algébrique.

Quel que soit p, le système canonique est découpé sur 4> par 
les hypersurfaces d’ordre p—i passant par une courbe r. Le 
système bicanonique est découpé par les hypersurfaces d’ordre 
4 p — 6. 9

9. Nous allons maintenant supposer que la surface F est 
transformée en elle-même par une homographie H de période 
trois, d’équations

x'0 : x[ : x'i : x’s : x\ = e2 xa : xt : æ2: sxit
où e est une racine cubique primitive de l’unité. Nous poserons 
n=Zp et nous supposerons que dans l’équation de la surface F, 
les polynômes af, p, dont les degrés ne sont pas multiples de 
trois, sont identiquement nuis.
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L’homographie H engendre, sur la surface F, une involu
tion I3 d’ordre trois possédant 6p points unis, donnés par 
£0=0, a:4=0, a3P=0, <j>2=0. Cette homographie possède en effet 
trois axes ponctuels : le point O0 (x, = ... = a:4=0), le point 
Oi(x0 = ... = x3=0) et le plan a2(x0 = x4) = 0. Ce sont les points 
de rencontre de <r2 avec F qui donnent les points unis de l’invo- 
lution, cette surface ne passant pas par les points O0, 04.

La surface F' a pour équation
+ ... -J- 2-f-3ia3i + ... + æ?a3p + ^p-3j33J,_3'f3 + ...

+-rr3i = 0.
Sur F', l’involution I3 est engendrée par l’homologie H' 

d’équations
x\ : x'i : x's : x\ = xt : x2 : x3 : ex4.

On peut voir, comme dans le cas précédent, que sur F', les 
points unis de l’involution sont donnés par les points-pinces de 
la surface appartenant à la courbe y, le plan tangent passant 
par le centre de l’homologie H'.

Pour obtenir une surface image $ de l’involution I3, consi
dérons les surfaces

+ A OhkiA + - + \ax4x3x^ + }h?2 = 0,
qui sont transformées en elles-mêmes par H'. Rapportons pro- 
jectivement ces surfaces aux hyperplans d’un espace linéaire Su 
à onze dimensions en posant

pX0 = a?!î, pXffcl = xtxKœiX\, pX4 = cp|, = 1,2,3). (1)
En remplaçant dans 9/ les produits x4xkXi par XIW, on obtient 

un polynôme du second degré que nous désignerons par F2 
On tire alors des équations (2)

X„X, = F2, (2)
et les équations que l’on obtient en exprimant que la matrice

xiM X2J1 X331 X123 XU3 X112 j
X112 Xj22 X332 X223 X123 xæi = 0 (

xil3 X223 X333 X332 X331 Xi23 ]

est de caractéristique un.
Les équations (3) représentent le cône V„9 projetant de la 

droite s4 d’équations XiW'=0 une surface de Veronese généra
lisée, ¥, image du système des cubiques d’un plan située dans 
l’espace <j9 à 9 dimensions donné par X0 = X1=0.
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L’équation (2) représente une hyperquadrique coupant le cône 
V49 suivant une variété V318 à trois dimensions, dont les points 
représentent les ternes de points de F involution engendrée par 
H' dans l’espace (x1,x2,x3,xi).

Aux points de rencontre de la droite s1 avec l’hyperqua- 
drique <2>, la variété V318 possède des points multiples d’ordre 
neuf, dont les domaines représentent l’un le domaine du centre 
de l’homologie, l’autre le plan x1=0. A la conique y correspond 
sur V318 une courbe du sixième ordre, tracée sur la surface V, 
le long de laquelle l’hyperquadrique (2) a un contact du second 
ordre avec cette surface.

Désignons par A,, B,- ce que deviennent a3i) p3i lorsque l’on y 
remplace xtxkx, par Xnt (polynômes de degré i). De l’équation 
de F' on déduit
XJa0-(-... —(—... + Ap -)- X, Bp_j +... + XJBp_1 +... -j-XJ jï0 = 0.

C’est l’équation d’une hypersurface d’ordre p coupant V318 
suivant la surface <ï>. Celle-ci est donc d’ordre 18p; elle coupe 
la sextique y' homologue de y en 6 p points qui sont, comme 
on sait, doubles biplanaires ordinaires pour la surface.

10. Entre les gebres arithmétiques pa, ■*„ de F, <ï», les genres 
linéaires p^\ ni1) de ces surfaces et le nombre Qp des points 
unis de I3, on a les relationsi (3)

12 (pa + 1) = 30 (na + 1) - 8.6 p, p<« -1=3 (*<*> - 1).

D’autre part, $ est, comme F, régulière. Les caractères de la 
surface <I> sont donc

pa = pe = l (2p -1) (3p*—3p + 2), *<» = p (3p—2) (3p - 3)* +1.

Parmi les adjoints d’ordre 6 p—6 à la surface F', considérons 
le système

tf8p-6A0 + ... + ir?-8-3').3i + - + a??-3V_a -1- <pf-V3p_6^ + - 
+ + - + Fo'fi'’-3 = 0,

qui découpe sur F' un système appartenant à F involution I3.
Appelons L„ M,- les polynômes de degré i obtenus en posant

(3) Voir notre mémoire Recherches sur les involutions douées d’un 
nombre fini de points de coïncidence, appartenant à une surface algé
brique (Bull, de la Soc. Math, de France, 1919, pp. 1-16).
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XiXkXi=Xm dans X3i, g3(. Au système précédent correspond dans 
Su le système d’hypersurfaces
xr*>0 + - + Xr1_iL* + ... + Lp-i + + ... + X'M^

+ ..- + xrp« = o.
Ce système découpe sur <i> le système canonique.
Soient k les cubiques gauches, formant un réseau, tracées sur 

ty, V33 les cônes projetant ces cubiques de la droite s1. Ces cônes 
coupent la surface $ suivant des courbes r qui correspondent 
aux courbes C découpées sur F' par les quadriques

x4 (ylxl + v2a?2 + v3x3) = 0,
passant par y et transformées en elles-mêmes par H'. Il en 
résulte, d’après la formule de Zeuthen, que les courbes r sont 
de genre 3p2—2p + i. Ces courbes forment un réseau de 
degré 2 p, les points communs à deux courbes r étant situés 
dans un plan passant par et par un point de V.

De ce qui précède on conclut que le système des sections 
hyperplanes de <f> est |3T| et le système canonique, |3(p —i)r|. 11

11. La surface <î> conserve les mêmes caractères lorsque l’on 
supprime les 6 p points biplanaires qu’elle possède. D une 
manière précise, nous démontrerons qu’une surface, que nous 
désignerons encore par 4>, intersection du cône V43, d’une hyper- 
quadrique VI02 et d’une hypersurface Y10v d’ordre p, dans Su, a 
comme système canonique le système découpé par les hyper- 
surfaces d’ordre p — 1.

A cette fin, nous déterminerons le système adjoint au réseau 
j r | des courbes découpées sur <ï> par les cônes V33 projetant de 
la droite s, les cubiques gauches tracées* sur lF.

Une cubique gauche k de 'F et la droite s4 déterminent un 
espace linéaire à cinq dimensions S5, contenant le cône V33 et 
coupant V102 et V10p suivant des variétés V42, V/. Projetons la 
figure d’uq des points communs à et à V42 sur un espace S4. 
A l’intersection de V42 et de V/ correspond une variété V32p 
passant p fois par une quadrique Q; au cône V33 correspond 
un cône cubique V23, projetant d’un point P n’appartenant pas 
à V32" une cubique gauche. A la courbe Y tracée sur V33 corres
pond la courbe T' intersection de V32p et de V23.

Faisons varier d’une manière continue le cône V23 de manière 
à le réduire à trois plans passant par P, l’un de ces plans 
rencontrant les deux autres suivant des droites. La courbe r'
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tend vers une courbe formée de trois sections planes de V32p, 
une de ces sections rencontrant les deux autres chacune en 2 p 
points. La courbe r est donc de genre 3jt>2—2p + i.

Le cône V/ peut être représenté sur un plan ® de telle sorte 
qu’à ses sections hyperplanes correspondent les cubiques planes 
X ayant un point double P à tangentes fixes px, p2. A la courbe r' 
correspond dans <j une courbe r" d’ordre 6 p, ayant un point 
multiple d’ordre 4p en P, des points multiples d’ordre p infini
ment voisins de P sur plt p2 et enfin six points multiples 
d’ordre p correspondant aux points de T' situés sur Q. Ces 
points sont situés sur une cubique x1 passant deux fois par P 
en y touchant p2. Les adjointes de T" sont des courbes 
d’ordre 6p—3 comprenant les droites pl% p2 et complétées par 
les courbes d’ordre 6p—5 passant kp—Z fois par P, ayant 
deux points multiples d’ordre 2p—-2 infiniment voisins de P 
sur p1, p2, six points multiples d’ordre p—1 aux points simples 
de T". Parmi ces adjointes se trouvent les courbes formées de 
la cubique Xi comptée p—1 fois et de 3 p — 2 droites passant 
par P. Comme ne rencontre pas F" en dehors des points 
multiples de celle-ci, les 3 p—2 droites déterminent sur r" un 
groupe canonique. Il en résulte que sur r les plans projetant 
de un groupe de 3jo—2 points de k découpent un groupe 
canonique.

Retournons à la surface 4>. Les 2 p points communs à deux 
courbes r sont situés sur un plan du cône V49, par conséquent 
l’adjoint au système |FJ est donné par

|r.| = i (3 p—2) r |.
On en couclut que le système canonique de <ï> est |3 [p—1) r J. 

Comme les sections hyperplanes de <ï> sont les courbes 3T, le 
système canonique est découpé sur <ï> par les hypersurfaces 
d’ordre p — i. 12

12. Supposons p=i. Le système canonique de $ est d’ordre 
zéro et la surface est de genres un (j»tt=P4 = l). C’est l’inter
section, dans S10, du cône projetant V d’un point et d’une 
hyperquadrique. La surface «f* est équivalente à un plan double 
ayant une sextique de diramation.

Supposons p= 2. Le système canonique de <ï> est |3 r| ; c’est le 
système des sections hyperplanes et <ï> est dans ce cas une 
surface projectivement canonique. Elle présente les caractères

Pa =Pg = 12, pm = 37.
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Ce résultat pourrait se déduire d’un théorème de M. Enriquesr 
à savoir que la section par une hyperquadrique d’une variété 
à trois dimensions dont les sections hyperplanes sont des 
surfaces de genres un (^>„=P4=1), est une surface projectivement 
canonique (4).

La section du cône V49 par une hyperquadrique est, d’après 
ce qu’on vient d’établir, une variété à trois dimensions V318; 
dont les sections hyperplanes sont des surfaces de genres ùn. 
Par conséquent, la section par une hyperquadrique de la variété 
V318 est une surface projectivement canonique.

Liège, le 31 mai 1943.

(•») Enriques-Campedelli, Lezioni sulla teorica delle superficie alge- 
briche (Padoue, 1932). Voir p. 338.
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