(Dai « Bendiconti di Matematica e delle sue applicazioni »,
Sérié 'V, Vol. XV, fasc. 1-2 gennaio-giugno Borna, 1956)

Sulle congruenze W

Nota di LUCIEN GODEAUX (a Liegi) (Y

Le congruenze W sono state studiate, dal punto di vista della
Geometria proiettiva differenziale, da varii autori. Si pub vedere,

su questo argomento, il Trattato di Fubini e éech [1], quello di
Tzltzeica [2] e quello di Bol [3]. In pareccbie note, abbiamo stu-
diato queste congruenze coll’'uso della rappresentazione delle rette
dello spazio sulla iperquadrica di Klein, di S5. Questo metodo &
anche stato utilizzato da Terraoini [4]. Qui vogliamo esporre al-
cuni dei risultati che abbiamo ottenuti [5].

Ad una congruenza W, associamo quattro successioni di La-
prace nello spazio S5. Se noi chiamamo (x) e (x) le superficie fo-
cali della congruenza, ad ognuna di queste superficie & associata
una successione di Laprace che contiene le immagini dellejangenti
aile asiutoticbe ; sia L la successione associata ad (x) e L quella
associata ad (x). Una terza successione di Laprace,”, € determi-
nata dal puuto J rappreseutaute la retta j génératrice della con-
gruenza. Influe, la quarta successione di Lapiace, 6P, &€ determinata
dal puuto P, seconda immagine del complesso lineare osculatore alla
congruenza. La successione jj, € iscritta nelle successioni L., L e
queste sono iscritte nella successione ¢P.

Le successioni L., L sono autopolari rispetto all’iperquadrica di
Kirein € le successioni J, e #souo coniugate I'una dell’altra rispetto
a questa iperquadrica. Possiamo allora considerare una successione
di quadriche associata alla congruenza IP. Questa successione ge-
neralizza, in un certo senso, la successione di quadriche che abbiamo
altrove associata ad una superficie.

(*) 1l présente Artioolo formé oggetto di una conferenza di seminario presso
il Corso del CIME snlla Geometria differenziale svoltosi a Pavia dal 26 settem-
bre al 5 ottobre 1955.
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1. Consideriamo una congruenza W generata da una retta j e
ne siano (x), (x) le superficie focali, essendo u, v le asintotiche di
queste superficie.

Le coordinate normali di Wilczynski del punto x della super-
ficie (x) soddisfanuo a un sistema completamente integrabile di equa-
zioni allé derivate parziali

x0-(-2ball -|-clx— 0,

x02 -f-2axl -j-c2x—0,
dove noi scriviamo
dl+kx
dui 8vk

Diciamo U,V i punti dell’iperquadrica Q di Kiein, di S5,
cbe rappresentano le tangenti xx10, xx01 allé asintotiche u, v nel pun-
to x della superficie (x). Abbiamo

Ul 2bF—0, FOl-(-2aU=0

ed i punti U, V sono trasformati di Laplace I’'uno dell’altro (Bom-
piani, Tzitzeica). Appartengono ad una successione di Laplace :

Ut T TV, Vi, .o, V. (L)

dove ogni punto e il trasformato di Laplace del precedente nel
seuso delle u.

Bammentiamo che la successione L & autopolare rispetto a Q,
Precisamente, Piperpiano polare di U, ¢ F, 2 Vi V,, ru+l V,+i e
quello di V,, & Un-2 U, U,, Uu+l Un+2

Alla retta j della congruenza W corrisponde sopra Q un punto

J=XU—V
della retta U V, dove si ha (Demoulin)
jull+2bA=0, Al+2aju=0.
Il punto J appartiene ad una successione di Laplace
S, dnjrre 30, 3, 3—ife j B, O

dove ogni punto é il trasformato del precedente nel seuso delle u.
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La successione 3 ¢ iscritta nella L: il punto J,, appartiene
alia retta 27, x JJ, ed il punto J_M alia retta F,,_i F,, .

2. Consideriamo uiio spazio S6 di cui lo di Q & un iperpiauo.
Diciamo O un puuto di <6 fuori di <5. Le coordinate di un punto
X di S6 saranno le sei coordinate del punto intersezione della retta
OX con S5 ed un settimo numéro A0 . L’equazione dello iperpiauo
S5 sara quindi A0 =0 e le coordinate di O saranno (0,0 ,...,0,1).

Adesso, cousideriaino un punto TJ' di cui le coordinate sono
quelle di U e /r, poi un punto \/ di cui le coordinate sono quelle
di F e l. Abbiaino

alll 2bV =0, Vm+2a U =0.

I punti U'i V' iippartengono quindi ad wuna successione di
La unaok
U[, U, V', Vi,... F,;,... ()

in cui ogni punto e il trasforinato del precedente nel senso delle w.
Si vede subito die la successione L ¢ la proiezione della suc-
cessione // da O sull’ iperpiauo X0=0, cioé¢ sopra &5. Hi piq, il

puuto J é l'intersezione della retta U'U' con S5,. .., il punto J,,
quella di U',,-i U, cou St ed il puuto <7_,,della retta F[,_t V',, con S5.
Poniamo
hi — — (log. b hi h2. .. ht_j)il -f- /ti—i,
ki = — (log. aklk2... fci-i)u + fci-i,
hO=kdi=4ab.

I punti U, , F,, soddisfanno a equazioni di Laplace di cui gli
invarianti sono rispettivainente hn e h,,+1,kn e ln+i1 Si ha

u?l = U1 -f- U, (log. bhipz2..+hn) i TIn — bn U,,—1i,
F“=F,*1 - V,,(log. ahik2 ... kn) , (Jn — F,_i.

Ma i punti della successione 1/ soddisfanno le stesse equazioni
di Laplaok die i punti corrispondenti della successione L.. Quindi,
se noi diciamo fxt I'ultima coordinata di TIU e I'ultima di Vn,
abbiamo

Jn — In—l UH — fIn U,i—i, J—n = ~«—1 Vn N 1
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IX,! =n,,+1 + fi,, (log. bh2h2... h,)0L, juj,°> = h,, ju,™,
= X,+1 -f X,, (log. a f¢j Ic2... A,)10, A2l — A,

3. Diciamo U, V puuti di. Q cbe rappreseutauo le tangenti
XX10, XX01 nel punto x alla superficie (x). Questi puuti souo tra-
sformati di Laprace I’'uno dell’altro e apparteugouo ad una succes-
sione di Laprace

Tin ultu,v,v;, ®

clie lia le stesse proprieta della successione L.
Il puuto J é l'intersezione delle rette TJV, TJ V,. .., il punto
J,, quella delle rette U,,-x Un e U,~ T, , il puuto J_,, quella delle

rette V,, xVne V, x V,,

Possiamo associare alla congrueuza W una quarta successione
di Laplace. Diciamo P il polo rispetto a Q dell’iperpiano J2-hJJ_iJ_2
(imagine del complesso lineare osculatore alia congrueuza W). Si
vede subito che lo spazio coniugato rispetto a Q della retta V U é
-Zi J*J—i</_2 e quello della retta FF é J2IxJJ-\. Quindi il punto
P ¢é lintersezione delle rette U U e F F.

Si dimostra, nello stesso modo, che il punto P_,,, polo rispetto
a Q dell’iperpiano J,, 2J,, iJnJ,,+iJ,+2 appartiene allé rette F,,F,,,
F,_! F,_ieche il punto P,,, polo” dell’iperpiano J_,,J )i+l

J-»+2 appartiene allé rette U, U,,, C7,2 U,, 1.
I punti cost ottenuti appartengono ad una successione di Laplace

sy Pu»>eee i Pii P> P—=1>¢¢¢> P—n o P)
di cui ogni punto e il trasformato del precedente nel senso delle m.

4.Vogliamo determinare il punto P in funzione dei punti U2,
VX,U,V,VX,V2
ludichiamo con

QX,Y)=10

la condizione perché i punti X, Y siano coniugati rispetto a Q,
cioé lI’equazione della polarita rispetto a Q.
Dobbiamo avere

QP,J2) =0,Q(P,IN=0,Q(P,J)=0,Q(P,J_jJ) =0,Q(P,3_2=0.
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Un calcolo seinplice mostra cbe si ha
P = [p2 + px (log. ft Xi)0l + p p\ U— [px — fi (log. b ftj)01] Ui + p U2
— [X2 + Xj (log. a fcj)10 -)- aA] V—[X] — A(log. a X™M0] Fj — A F2.
Abbiamo gia ottenute altrove le relazioni
2 F3+ 2 V2(log. a3liN 2w + 2 KI Vx + a (log. a2 a)l0 F +
+ 4b[p U+ Ui(log. b ft))l +U2] = O,
2 U3+ 2 U2 (log. b3h\ X))t + 2 ft Ui + p (log. f2ft0l U +

+4afaV—+ Vi(log.aXx)l0 + V2] =0,

dove
a = 2 (log. a)20 -j- [(log. <t)'0]2 + 4 (ft0l + cx),
P — 2 (log. ft)02 -f [(log. f)01)]2 + 4 (ald + c2),
ai— a -f (log. a Xj)20 + (log. o Xj)10 (log. a2 Xj)10 ,
ft = P + (log. 6 fti)02 + (log. ft /h)01 (log. ft2 Xi)l .
Poniamo
= —2AM—2A (log. a3kl X2)li — 2 aj Ai — A a (log. «*a)l0 —

— 4 b[Pfi + t*i (log. ft ftj)0l + p2],
£ =2p3+ 2p2 (log. ft] ft2 X2)01 + 2 Pifii — p p (log. ft2 ft0l -)-
-[-4afaA-f- Xx (log. a Xi)l0 -[- X2].
Abbiamo
2 Pl0=nV, 27200 =£ U
N+ 26£=0, £0 +2aV =0,

pi __ pio (log. }701 __ poi (log. |)io =0 .

Possiaino anche scvivere

pn i 2fi-PI0+ 2«4-P0l =0,
v ?
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5. Il trasformato di Laplace, P_Xx, del punto P nel seuso
delle u ¢ dato da

P_! = PI0O _ p (l0g. )10
e quello P! uel seuso della v da
Pi = Pl — P (log. ?)m.
Si ha
P-i — P-! (log. "0l = fi P,
dove
fi = — (log. £)n + 4 ab.

Il trasformato di Laplace di P_x ne! senso delle u é
P_2 = Pi" — P—i (log. £ fi)10.

Si ha, nello stesso modo, per il trasformato di Laplace di P!
nel senso delle v,

P2 = Pil — Pi (log. v 1i)01,
dove
Vi— — (log- rj)n -}- 4ab .

6. Il punto U si trova sulla retta UP e sopra Q. Poniamo

U=P-\-ru.
Abbiamo
U, 0)=Q(P,P)+ 2rG(P, U)y=0.
Ora
QMP,P)=—2xnA,
dove

ip=A[2A2-|- 2Aj(log. « fej)l0 -(- Aa] — A? —
P [2 P2+ 2/zj (log. b hx)0l + P /7] + Pi,
J=|a al0 a0l alll

Dunque, poiche Q (P, ET) = 2/z.d, si ha
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Scriveremo, cambiando il fattore di pvoporzioiialita di U,

Mm=2KrP+y U.
Abbiaino ancbe

V=2\P+pV,
Osserviamo chi si ba
IN0-)-XX]—b,VIL+PE£=0,

\ U—nV = y>{lU—P V) = yjj,

[>o0i
y>[Zrl0 +2b V] +riXTI—pW=0,
y, [Vl+ 2aT]+£/*V—\F]=0.
Cambiando TJ e V iu if TJ, xf \V, abbiaino finalmente
xf U=2pP-\-xfU,xf\V — 2XP if V
V 01
Uw + (log.—) V=0, F01+ —Illog.-f) TJ=O0.
Possiamo porre
poi

Ix = — (log. 6)u -|- 4 ab, = — (log. )il + ab,. ..

e dedurne Z7i, Pi,... .
Osserviamo cbe se poniamo

1 = xfk,p—xfp,
abbiamo

Il +2«P=0, M+2bT=0

X
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7. Osserviamo che se la congruenza W considerata appartiene
ad un complesso lineare, il punto P é fisso e si ha f=0O, 4= 0.

Viceversa, se Puna delle quantita F,rj ¢ nulla, ad esempio T,
e se la superficie (x) non & rigata (a == 0), si ha anche r] =0 ed il
punto P & fisso.

Perché una congruenza W appartenga ad un complesso lineare,
occorre e basta che ¢ =0, rf— 0. Se la superficie focale (x) non ¢
rigata, basta che I'una o I’altra di queste quantita sia nulla.

8. Ad una conguenza W possiamo associare una successione
di quadriche.

Rammentiauio che, essendo i piani Un Uu+l P,+2 coniugati ri-
spetto a Q, le sezioni di questa iperquadrica con questi piani rap-
presentano i due sistemi di generatrici rettilinee di una quadrica
<P, . Abbiatno cosi una successione di quadriche (N, ., <P,
di cui la prima ¢ la quadrica di Lie. Due quadriche consecutive si
toccauo in quattro punti che sono caratteristici per le due quadri-
che. Questa successione di quadriche e associata al punto x della
superficie focale (x).

Al secondo fuoco x della retta j & associata una seconda suc-
cessione di quadriche <P, ,...

Consideriamo adesso i piani Jn Jn+1 Ju+2, P_,,P_n_xP_,, -i
Bssi sono coniugati rispetto a Q e le sezioni di Q con questi piani
rappresentano i due sistemi di generatrici rettilinee di una quadrica

Wn. Per n— O,1,..., abbiamo cosl una successione di quadriche
y0, Fi o Tp, » -
Consideriamo due quadriche successive 1P, , . Esse hanuo

in comune gnattro rette: due sono rappresentate dai punti di inter-
sezione di Q colla retta J,+1J,,+2 e due dai punti di Q che appar-
tengono alla retta P_,, x P_,, 2+ Quindi, P, , Pn+i si toccano in
quattro punti e si sa che questi punti sono caratteristici per le due
quadriche.

Le quadriche <Pn e P, hanno in comune quattro rette. Due di
queste rette sono rappresentate dai punti di Q che appartengono
alla retta J,,JU+1. Essi appartengono aile quadriche <Pn e Le
due altre rette sono rappresentate dalle intersezioni della retta
F,,+1 V]2 con Q. Notiaiuo che i punti di intersezione di Q con
Vu+l Fh+2 rappresentano due rette comuni IP,,,

Le quadriche 4>, e <P, hanuo in comune le quattro rette rap-
presentate dai punti di intersezione di J,, J,+1,J_,, cou Q.
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Notiamo con ¥/ _,, la quadrica che corrisponde ai piani J_,, J_,, i
J n 2 e P, Pn+i Pu+2, couiugati rispetto a Q. Abbiamo cosi uua
seconda succesaione di quadricbe 'P_o, P-i,1¢e, T —, 00

I piani Jdn JH+1 In+2 e P,, PM+i P,,+2 appartengono ad uno spazio
a quattro dimensioni ed hanno in comune il pnnto J,,+i. | piani
J ,,J ,-iJ_,, 2e P_,, P, iP—J/=2banno in coinnue il punto J_,, i
Quindi le quadricbe P, e TP_,, non banno in generale rette in
comune.

9. Conaideriamo adesso le quadricbe 'P0 e P _0; la prima cor-
risponde ai piani JJ1J2 e PP_x P_2, l'altra ai piani JJ_iJ 2 e
P Pi P2,

Possiamo ancbe considerare la quadrica *P rappresentata dai
piani JxJJ™e P/~PP,. Ma questa quadrica ¢ spezzata in due
piani. Infatti, il piano P_j P Pi contiene le rette UV e U K, quin-
di, se noi clilamarao f e f i piani tangenti aile superficie {x),(x)
nei punti X,X, gnesto piano rappresenta i fasci di raggi (x f) e
(x, 1). Allora, si vede facilmente che il piano JiJdJ—i, cbe tocca
Q nel punto J, rappresenta i fasci di raggi (x, f), (x, £).

Yogliamo determinare i punti caratteristici della quadrica Wa.
Questa quadrica lia in comune colla quadrica IPl le rette rappre-
sentate dalle intersezioni con Q delle rette J\J2 e P_j P_2. Essa
tocca dunque !Pi in quattro punti che sono, corne I’abbiamo ricbia-
mato, caratteristici per le due quadriche. La retta JJi tocca Q nel
punto J e la retta PP_, taglia Q nei punti V, V. Dunque, 1P toc-
ca le superficie focali (x),(x) nei punti x, X. Ognuno di questi puu-
ti conta per due punti caratteristici.

La quadrica bP_0 tocca anche (x), (x) nei fuochi della retta j.

Le quadricbe 'Pq ¢ W-0 hanno in comune la retta j e una cu-
bica sghemba passante per i punti X, x.

10. Possiamo ritrovare agevolmente un risultato ottenuto dal
Demoulin con altro metodo.

Consideriamo l'omologia armonica 0 di S5, di centro P e di
iperpiauo J2Ji JJ—iJ_2, cbe muta Q in se stessa.

I punti O, U sono coniugati rispetto a 0. I piani TITJi U2 e
TJUi U2 s’incontrano in una retta J! J2 cbe appartiene all’iperpiano
di omologia, dunque questi piani sono coniugati rispetto a 0. Ne
risulta il teorema di Demoulin: Le quadricbe di Lie , $ sono
coniugate rispetto al complesso liueare (o sistema-uullo) osculatore
alla cougruenza TP.
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[1] G.

[2] G.
[3] G.

[4] A.

[5] L.
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