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Sur les quadriques de Moutard,

par Lucien GODEAUX, professeur a I'Université de Liége.

Dans uue note insérée au tome Il des Applications d’analyse
et de géométrie de Poncelet (*), Moutard a donné le théoréme
suivant :

Les coniques ayant avec une surface, en tin point ordinaire, un
contact du quatrieme ordre et situées dans les plans passant par
une méme tangente a la surface, engendrent une quadnque oscu-
latrice a la surface. Parmi ces coniques, ily en a deux en général
qui ont un contact du cinquieme ordre avec la surface.

On sait l'intérét que présentent les quadriques de Moutard en
géométrie projective différentielle. Cet intérét nous a conduit a
chercher une démonstration du théoréme de Moutard, démonstra-
tion basée sur le fait que les quadriques osculatrices & une surface
en uu point ordinaire de celle-ci forment un systéme homaloidal.
La transformation obtenue en rapportant projectivement les qua-
driques de ce systéme aux plans de I'espace fait correspondre aux
quadriques de Moutard les plans tangents a une surface cubique,
le long d'une cubique plane de cette surface.

1. Soit (s) une surface non réglée rapportée a ses asympto-
tiques u, v. Les coordonnées projectives homogenes x4, x2, x3, xi
d’un point x de la surface satisfont & un systéme completement
intégrable d’équations aux dérivées partielles que l'on peut
ramener & la forme (Wilczynski)

Xw =+ 2bxM + ¢,x =0,
xm + 2«e&ll + ctx = 0,

a et b n’étant pas nulles.

A un point x non parabolique de la surface (x) attachons le
tétraédre xx"x"x™: tout point de l'espace a des coordonnées
de la forme ) )

Z4X -f- ZiXI0 + z3xM -j- *4®")
z4, 2}, 23, z4 sont les coordonnées locales du point considérés.

(i) Paris, Gauthier-Villars, 1864. Voir pp. 363 et 364.
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Le point x(u-\-\, v + 7)) de la surface (x) a pour coordonnées
locales

*=1—=10?+crf)

—  [ti°i3+ 3 (cjl— 2fir) i + 3(cl" — 2an)fi2-}-<f 13+ —,

n= . t08EH] + 3(2al0+ <%)&*+2«°V] + —,
L M
B=n - —[2fiis4-3(2 + rl)ito—l2e82ri + fri] + -,

* = b\ — § (Hi + <)

— 3 [Pl054+ (260i+ )i — GRl/Ariz+ (2fl10+r2)5TI3+a0, 1] +..

2 Les quadriques ayant un contact du second ordre avec la
surface (x) au point x ont pour équation locale

\ (z4z4 — 2223) -f \z2zt + 132324 + =0; (2)

elles forment un systtme homaloidal. Par conséquent, les
équations
2w N

wn—nn Iz, z

définissent une transformation birationnelle (d’ailleurs involutive),
que nous désignerons par T.

Considérons la courbe tracée sur (x), passant par le point x et
définie par ii = Li Les quadriques (2) ayant un contact du troi-
sieme ordre avec cette courbe sont données par

2 (b + al3) \ P 3XX + 332 = 0;

elles forment un réseau auquel T fait correspondre la gerbe de
plans de sommet

VA _®m -7 iU=o0
2b+ald) — 31 313 |

Lorsque 1 varie, le lieu de ce point est la cubique
3z(z2z3—2 (bz3 + az®) =0, «4=0. (©)}
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Cette cubique représente le domaine du troisiéme ordre du
point x sur la surface (x).

3. La surface cubique la plus générale passant par la cubique (3)
a pour équation
¥+ ¥ Q4% 4 1% 4" N3R))
4" %4 (MA*4 + N2¥D 47 N3FFI + NAPRY 4 143 4" N3*0%3)
+ XO[3*4*2z3 — 2(6*! + a*a)] = 0.
La transformation T lui fait correspondre la surface
- K44 XA P (RAxL ~ *2R3) 4" APxY*RA 4" N3FIX)
— PAI(*4*4—** 3 4N-D2* ¥4 ANIT*IXAL“ | (¥*4 *Q¥IXN2*|_M3I*3) 423+ 2*3*4]
+  [3 (44— *2%3) *23 — 2 (6% + azl) z41 = 0.
Pour Xu = — 3).0, cette surface se réduit a la surface cubique
—zI+ZL[A, (ztzd — 2223) + )2*2z4 + X¥+** ]
- [M22F2*L A" NIIXIHL D (RAxA *Q*3) (M2¥2 P M3RY) 4" N3F2R3N]
+ X0 [3*4 (z4z4 — *223) — 2 (bz! + azl)] = 0.
Cette surface a un contact du troisieme ordre avec la surface (x)
au point x.
Considérons en particulier les surfaces cubiques ayant au pointe-
un contact du quatrieme ordre avec la surface (x). Ces surfaces

ont été éonsidérées par M. B. Segre (*) et par M. Lane(); elles
ont pour équation

) .
2 (b2l + azl) ~ (44— *%9) s — 1 %2 (log b)) — - *3 (log a)oi

folgOlI a4\IO

+ é"(lOg«) N+ e“0°g

4" X*Z0 4" Xi*3*4 4" X[*4 4" "5 (*4*4 — *2*3) *4 = 0,
A cette surface, T fait correspondre la surface cubique

(bzi + azl) + " wses —2es 2 (I0g b)I°— = %54 (10g flys

/vlog 2 H|Og| - ©

4 X>*2%4 4- X*3*4 — X*4 4+ A5F4*4 = 0.

P) La cubique indicatrice de I'élément linéaire projectif d'une sur-
face. (C. B., 21 mars 1927.)

(2) The contact of a cubic surface with an analytic surface. (Tram
sactions of the Amer. Math. Society, 1927, t. 29, pp. 471-480.)



— 103 —

4. A lasurface (x), la transformation T fait correspondre une
surface analytique < passant simplement par la cubique (3) et la
surface cubique (5) se raccorde a la surface ¢ le long de cette
cubique.

Cela étant, soit to un plan passant par le point x mais distinct
du plan tangent xxI0xM & la surface (a-) en ce point. Soit y une
conique ayant au point x un contact du quatriéme ordre avec la
section de la surface (x) par le plan to. Au plan to, T fait corres-
pondre un plan to' et a la conique y, une droite r tangente a la
surface a au point P de rencontre de to et de la cubique (3), en
dehors du point double de cette courbe. La droite r est par suite
tangente en P a la surface (5). Lorque le plan to tourne autour de
la droite suivant laquelle il coupe le plan =2l0#01, la droite r conti-
nue a passer par P et décrit le plan tangent to, en ce point a la
surface (5). A ce plan, T fait correspondre une quadrique, lieu de
la conique y. C’est la quadrique de Moutard relative a I'axe du
faisceau des plans to.

Soit

N --9a3-f-pat=0
I'équation du plan to. Le plan que T lui fait correspondre a pour
équation

22+ 9*3— p* = 0.

et par suite le point P a pour coordonnées
a,:2:28:2d=2(@—&%) :302: —39:0.
L’équation du plan to, est donc
9033, + «(260) + a0) 22 -f 6 (2«02 + bgh) a3
4+ 4 (n—ft9)2 + ~ bi00s + ~ a0l — 6b (log b)MI" — 62 (loga),0 0.

Par conséquent, la quadrique de Moutard relative a la droite
a,,+9*3 =0, *=0, (6)
tangente a la surface (x) au point x, a pour équation (*)
903 (*,*, — azal) -f 6 (2/>9 -f a9) a2a, + 0(2«R - &0r)a3*

3 3
+  4(a— b%) -F - 105 -j- L a00 — 6t(log/>)>'9t— Ga(loga)l® 71 = 0,

I1) L’équation des quadriques de Moutard a été également donnée par

M. Cech, Les quadriques de Moutard. (Publications de la Faculté des
Sciences de Brno, 1921
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5. Reprenons le point P et le plan ro tangent en ce point a la
surface (S) et par suite a la surface <« Aux tangentes asymptotiques
en P a la surface a correspondent, par T, des coniques ayant un
contact du cinquiéme ordre avec la surface (x) au point x; les deux
coniques ainsi obtenues sont dans des plans passant par la

droite (6) et par suite la seconde partie du théoreme de Moutard
en résulte.

Liege, le 4 mal 1933.

MARCEL IHAYEZ, Imprimeur, 112, rua de Louvain, Bruxelles.



