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L’Ecole de Géométrie de I’'Université de Liége

par Lucien GODEAUX,
Correspondant de I’Académie.

Si la Belgique a compte, aux XVle et XVIIe siéecles, des
mathématiciens de talent et parmi eux plusieurs précur-
seurs du Calcul infinitésimal, on ne trouve, par contre,
au siécle suivant, qu’un seul de nos compatriotes ayant
lait preuve d'originalité en mathématiques : le Montois
Jacques-Francois Le Poivre (...-1710). D’ailleurs, a cette
époque, il semble que la torpeur intellectuelle fut géné-
rale dans les Pays-Bas autrichiens. Les efforts de Marie-
| herése et de Charles de Lorraine, notre réunion pendant
prés d’'un quart de siécle & un peuple chez qui les choses
de l'esprit furent toujours en honneur, allaient cependant
ramener dans notre Pays le godt de la recherche scienti-
ligue. L'ancienne Université de Louvain n’avait pas sur-
vécu a la tourmente révolutionnaire, les Facultés créees
par le Gouvernement francais a Bruxelles, en 1809, dispa-
rurent peu aprés la chute de Napoléon; mais, en 1817,
trois Universités étaient fondées a Gand, Liege et Lou-
vain. Depuis 1835, la Belgique compte quatre Universités,
a lexistence desquelles I'essor intellectuel du Pays est
intimement lié. Et I'histoire des recherches scientifiques
dans notre Pays au XIXe siecle se confond avec celle de
ces Universités. 11 n'est pas sans intérét de retracer le
développement de ces recherches; c’est ce que nous vou-
drions faire en partie, en nous limitant aux contributions
apportées a la Géométrie par ceux qui eurent la charge
d’enseigner cette science a I'Université de Liege.

On peut considérer Germinal Dandelin (1794-1847")
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comme le fondateur de I'Ecole de Géométrie de ! Univer-
sité de Liege. Sous l'impulsion de l'animateur que fut
Adolphe Quetelet, Dandelin, ancien éléve de I'Ecole Poly-
technique, avait établi par la Géométrie pure, en consi-
dérant les sections planes du cbne de révolution et de
I'hyperboloide, d’élégants théoréemes qui devinrent immé-
diatement classiques sous le nom de théoremes belges sur
les coniques. Or, en 1825, Dandelin fut chargé d’orga-
niser, a I’'Université de Liege, le cours d’exploitation des
mines; il y enseigna également, jusqu'en 1830, la Géo-
meétrie analytique et il eut comme éléve Brasseur, sur la
formation de qui son influence fut considérable.

Aprés un séjour d’'un an a Paris, ou il suivit les cours
de Cauchy et de Hachette, Jean-Baptiste Brasseur (1802-
1868), un des premiers docteurs en Sciences de I'Univer-
sité de Liege, fut chargé d’enseigner, dans cette Univer-
sité, la Géométrie descriptive et la Mécanique appliquée;
il joignit bientdt a cet enseignement un cours libre destiné
aux éleves du Doctorat en Sciences physiques et mathé-
matiques. Parfois suppléé, vers la fin de sa vie, par un de
ses fils, Léopold, qui devait d'ailleurs le précéder dans la
tombe, Brasseur exposait dans ce cours les recherches de
Quetelet et Dandelin, ainsi que la théorie projective des
coniques et des quadriques. La publication du Traité des
Propriétés projectives des Figures (1822), de Poncelet,
venant apres les travaux de Monge et de Carnot, avait mis
ce genre d’études en honneur. On sait qu’il faut recher-
cher les origines de la Géométrie projective dans les
méthodes de perspective utilisées par les peintres et les
architectes de la Renaissance; c'est Desargues et Pascal
qui furent les premiers a appliquer ces méthodes aux
recherches de géométrie. Il est intéressant de rappeler ici
que J.-F. Le Poivre, que nous citions plus haut, est
I'auteur d’un Traité des Sections du Cone considérées dans
le Solide, publié @ Mons en 1708 et dont une premiere
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ébauche parut a Paris en 1704, ou sont employées les
méthodes de la Géométrie projective. Traduites en langage
moderne, les recherches de Le Poivre reviennent a consi-
dérer deux plans perspectifs non superposes; a un cercle
de I un correspond une conique de l'autre, et en utilisant
les droites limites, l'auteur distingue les cas ou cette
conique est une ellipse, une parabole ou une hyperbole.

Ce sont les propriétés des tangentes qui sont particuliéere-
ment étudiées.

Mais ievenons a Brasseur. C'est en utilisant les méthodes
de la Géométrie descriptive qu il arrive aux propriétés
des coniques et des quadriques. Il démontre, par exemple,
les propriétés des quadriques par la Géométrie cotée; mais
c’est son Mémoire Sur une nouvelle Méthode d’application
de la Géométrie descriptive a la Recherche des Propriétés
de | htendue qui présente le plus d’intérét. Il contient un
exposé original de la Géométrie projective basé sur un
principe presque évident : Imaginons une famille simple-
ment infinie de courbes tracées sur une surface algébrique
et projetons orthogonalement ces courbes sur deux plans
quelconques; aprées avoir rabattu I'un des plans sur l'autre,
on obtient deux tamilles homographiques de courbes et
les points de rencontre des courbes homologues se
trouvent sur une courbe qui n’'est autre que la projection
de la section de la surface par le second bissecteur. Ce n’est
gu en 1855 que Brasseur a publié ses recherches, mais
elles formaient depuis de nombreuses années l'objet de
son enseignement. Il en est de méme de ses études sur
la double projection conique, qui ne parurent que plu-
sieurs annees apres sa mort et ou il considere les formes
projectives obtenues en projetant sur un plan, de deux
points distincts, certaines figures de I'espace.

Le cours libre fondé par Brasseur devait devenir officiel,
peu de temps aprés sa mort, sous le nom de cours de
Géometrie supérieure. Francois Folie (1833-1905) en fut
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le premier titulaire, de 1876 a 1879. Eléve de Brasseur,
Folie a surtout cherché a étendre aux courbes et aux
surfaces d’'ordre supérieur au second les propriétés des
coniques et des quadriques. Dans ce but il utilisa cer-
tains polygones associés aux courbes et des polyedres
associés aux surfaces. Ses recherches ont fait | objet d un
grand nombre de publications, mais il les a condensées
dans ses Fondements d’une Géométrie supérieure carté-
sienne (1872) et dans les Eléments d'une Théorie des
Faisceaux (1878).

Considérons une courbe d’ordre n. Folie appelle poly-
gones conjugués par rapport a cette courbe deux poly-
gones de n+p cotés tels que chaque coté de I'un coupe
n des cotés de l'autre sur la courbe. Si un coté d’'un des
polygones ne rencontre pas un des cotés dn second sur la
courbe, ces deux cOtés sont dits non adjacents. Moyen-
nant cette terminologie, le théoréeme de Pascal s énonce
de la maniere suivante : Si deux triangles sont conjugués
par rapport a une conique, les cotés non adjacents se
coupent en trois points en ligne droite. Folie étend ce
théoreme en démontrant que si deux polygones de n+p
cbtés sont conjugués par rapport a une courbe d ordre n,
les cOtés non adjacents se coupent sur une courbe d’ordre
p. La généralisation du théoreme de Desargues est
obtenue en considérant les sections par une droite d une
courbe d'ordre n et de deux polygones de n cotes conju-
gués par rapport a cette courbe, ce qui conduit a une
généralisation du rapport anharmonique. Les produits des
distances d’un point de la courbe aux cotés de chacun des
polygones sont dans un rapport constant, ce qui géné-
ralise le théoréeme, de Pappus. Folie parvient a ces théo-
remes en utilisant la géométrie analytique et en se basant
sur le principe de Gergonne relatif aux courbes dégéné-
rées d'un faisceau. Son quadrillage des courbes présente
I’inconvénient de restreindre la généralité de celles-ci des
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qgue l'ordre dépasse cing. L’extension des théories précé-
dentes aux surfaces présente le méme inconvénient, car
I'existence de couples de polyedres conjugués par rapport
a une surface entraine celle de droites appartenant a cette
derniere. Folie a d'ailleurs essayé de pallier a cet incon-
vénient en utilisant des polyedres dont les faces sont des
surfaces algebriques, mais la difficulté n’est que déplacée.

Dans le second de ses ouvrages, Folie revient sur les
questions précédentes et considére en outre des faisceaux
de courbes d'ordre n contenant trois courbes dégénérées
en n droites.

Peu apres la publication de sa théorie des faisceaux,
Folie abandonna la géométrie pour se consacrer a l'astro-
nomie. La chaire de Géométrie supérieure fut confiée a
Constantin Le Paige (1852-1929), qui devait I'occuper
brillamment de 1879 a 1896.

La théorie des formes algébriques et la géométrie pro-
jective sont intimement liées et l'interprétation géomé-
trique des invariants et des covariants permet aux deux
disciplines de se préter un mutuel appui. Ce fut le mérite
de Le Paige de savoir imaginer de telles interprétations et
d’en tirer profit. Il fit dans ces questions ceuvre de maitre,
et il suffit, pour se convaincre de la valeur et de l'origi-
nalité de ses résultats, de comparer ses publications a
celles de Cayley, Clebsch, Weyr, Zeuthen, etc., datant
de la méme époque.

Considérons n formes projectives de premiere espéce
(ponctuelles, faisceaux de rayons ou de plans,...) et sup-
posons qu’il existe une loi telle que, un élément étant
choisi dans p de ces formes, un élément soit déterminé
dans chacune des n-p formes restantes. Cette loi est appe-
lée homographie d'ordre n et de rang p; elle constitue
I'interprétation géométrique de n-p formes linéaires
binaires, indépendantes, a n séries de variables. Les
formes projectives considérées peuvent étre superposées
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et I’'hnomographie présenter un caractere de symeétrie tel
que l'on parvienne toujours au méme groupe de n élé-
ments, quelle que soit la maniére dont on choisit p élé-
ments dans ce groupe. L’homographie est alors une invo-
lution d'ordre n et de rang p. L’étude des involutions
conduit & de nombreux problemes : détermination des
éléments multiples, groupes communs a plusieurs involu-
tions, groupes neutres, etc. Tous ces probléemes ont été
abordés avec succes par Le Paige, et s'il ne les a pas résolus
tous dans leur entiere généralité, du moins a-t-il apporté
a leur solution des contributions fondamentales. Dans son
mémoire Sur quelques Applications de la Théorie des
Formes algébriques a la Géométrie (1878), il trouve de son
coté, par I'étude de certains invariants, le rapport anhar-
monique géneéralisé de Folie. Ses résultats sur les formes
quadrilinéaires furent utilisés par Corrado Segre dans
une recherche récente, et ce dernier dit explicitement que,
parmi les nombreux mémoires consacrés a ces formes,
seuls ceux de Le Paige et de De Paolis lui ont servi.

La théorie des homographies conduit & d'autres pro-
blemes. Deux faisceaux homographiques coplanaires de
droites engendrent une conique par [lintersection de
leurs éléments homologues. En considérant plus de deux
faisceaux homographiques, on est conduit a la génération
de courbes d'ordre supérieur s’il s’agit de faisceaux de
droites coplanaires, de courbes gauches et de surfaces s’il
s’agit de faisceaux de plans. Chasles, Steiner, Grassmann,
Cremona, d’autres encore, s'étaient occupés de ces géné-
rations. Une question se présente alors : Un étre géomé-
trique, courbe ou surface par exemple, est completement
déterminé par un certain nombre de points; comment,
ces points étant donnés, construire géométriguement ces
courbes ou ces surfaces? Par construction d'une courbe
ou d'une surface, il faut entendre ici un procédé qui
permet d'obtenir de nouveaux points de la courbe ou de
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la surface en n’employant que des droites et des plans.
Chasles avait obtenu la cubique plane en partant de, deux
faisceaux homographiques formés I'un de droites, l'autre
de coniques, et montré comment on pouvait construire
ces faisceaux et, par conséquent, la courbe en partant de
neuf points qui la déterminent. En collaboration avec
Folie, Le Paige a obtenu la cubique plane comme lieu
des points communs aux droites homologues de trois
faisceaux liés par une homographie du troisiéme ordre et
du second rang. Et ces auteurs ont montré que toute
cubique plane peut etre obtenue par ce procedé lorsqu’on
en connait neuf points. Plus tard, Le Paige, dans ses
Essais de Géometrie supérieure du troisieme ordre, a com-
plété la théorie des homographies, des involutions, du
rapport anharmonique et des groupes polaires de cet
ordre, lui donnant un développement analogue a celui
atteint depuis longtemps pour le second ordre.

Un des plus beaux résultats obtenus par Le Paige con-
cerne la construction de la surface du troisiéme ordre
(1883). August avait montré que toute surface du troi-
sieme ordre est le lieu des points communs aux plans
homologues de trois faisceaux de plans liés par une homo-
graphie du troisieme ordre et du second rang, les axes des
trois faisceaux appartenant a la surface. En partant de
cette propriété, Le Paige est parvenu a construire la sur-
face cubique donnée par 19 points. 1l commence par
matérialiser en quelque sorte la construction d’August
en montrant que si un tétraedre se déforme de telle
maniere que trois de ses faces passent par trois droites
fixes deux a deux gauches et rencontrent les trois arétes
d un tiiedre fixe en des points appartenant a la quatriéme
face, celle-ci étant tangente a une quadrique inscrite dans
le triedre, le quatrieme sommet décrit une surface cubique
passant par le sommet du triédre et par les trois droites
fixes. Ce theoreme ramene la construction d’une surface
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cubique donnée par trois de ses droites et par sept points
a celle d'une quadrique donnée par neuf de ses plans
tangents. Le Paige obtient cette derniére construction en
se basant sur le corrélatif du théoréme suivant : Si I'on
projette des cotés d’un triangle, de toutes les maniéres
possibles, trois points d’'une droite, on obtient six nou-
veaux points qui appartiennent a une conique. Si les
trois points donnés décrivent sur la droite une involution
du troisieme ordre et du second rang, la conique engendic
une quadrique. Par un procédé de réduction ingénieux,
Le Paige rameéne ensuite la construction de la surface
cubique donnée par 19 points a celle d'une surface
cubique donnée par 3 droites et 7 points. Il indique
également comment on peut construire une section plane
de la surface des que I'on en connait un point.

Une autre génération de la surface cubique, également
due a Le Paige, s'obtient en considérant les points com-
muns a quatre plans passant par les cétés d’'un quadrila-
tere et coupant quatre droites deux a deux gauches en
quatre points coplanaires.

Ces travaux, et particulierement ceux qui concernent
les courbes et surfaces du troisieme ordre, ont valu a leui
auteur le Prix quinquennal des Sciences physiques et
mathématiques pour la période 1879-1883. Ils lui assurent
sans conteste une place de premier plan parmi les créa-
teurs de la Géométrie supérieure.

Ajoutons que Le Paige s'est également occupé de cer-
taines transformations birationnelles du plan, rentrant
dans le type de Jonquieres.

En 1896, Le Paige céda la chaire de Géométrie supé-
rieure a son éleve de prédilection, Frangois Deruyts (1864
1902), continuateur de ses travaux sur I’nomographie et
I'involution.

Le Paige avait tiré parti, dans ses recherches, de la
représentation des involutions du troisieme ordre sur la

— 1419 —



L. Godeaux. — L'Ecole de Géométrie de I'Université de Liége.

cubique gauche. Entre-temps, sous I'influence de Cauchy
et de C. Jordan en France, de G. Veronese et d’E. d'Ovidio
en Italie, de Riemann et de Grassmann en Allemagne, les
géomeétres s'étaient habitués a considerer les espaces a plu-
sieurs dimensions ou hyperespaces. Ce concept, nous serions
tenté,de dire cette notation, s'étail révélé d'autant plus
fécond qu’il permettait, dans la recherche, un plus large
emploi de lintuition. Frangois Deruyts devait l'utiliser
pour représenter les homographies et. les involutions sur
les courbes rationnelles de I'hvperespace. Il considere, par
exemple, deux représentations de I'involution d'ordre n et
de rang p . Les groupes d'une telle involution sont
découpés sur la courbe rationnelle normale d’un espace
projectif a n dimensions par les hyperplans passant par
un espace linéaire & n-p-1 dimensions ou, sur une courbe
rationnelle dordre n d’un espace a p dimensions
par les hyperplans de cet espace. Grace a ces inter-
prétations, F. Deruyts retrouve sans peine toutes les pro-
priétés connues et en ajoute une foule d’autres. Les points
multiples des involutions sont fournis par des hyperplans
ayant certains contacts avec la courbe rationnelle envisa-
gée, les groupes communs a plusieurs involutions par des
hyperplans déterminés par les espaces linéaires interve-
nant dans la définition de celles-ci, les groupes neutres
par les espaces plurisécants de la courbe. Dans son
Mémoire sur la Théorie de VHomographie et de Vinvolution
unicursale, couronné au Concours universitaire de 1890,
F. Deruyts a fait un exposé de ses premieres découvertes.
Il devait les continuer et s'occuper plus particulierement
de la détermination des groupes neutres. Cela lui permit
d’'obtenir de nombreuses propriétés des courbes gauches
rationnelles et notamment d’élégants résultats sur la
sextique gauche. Dans ses premiéres recherches, il s'était
rencontré avec un géométre italien, G. Castelnuovo, qui
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avait eu, en méme temps que lui, l'idée d'utiliser les
courbes rationnelles des liyperespaces pour représenter les
involutions; le travail dans lequel F. Deruyts faisait con-
naitre cette i’eprésentation, et celui de M. Castelnuovo ont
été présentés a quelques semaines d’intervalle, le premier
a I’Académie royale de Belgique, le second a I'Institut
royal vénitien.

Frangois Deruyts s’est également occupé des projecti-
vités hyperspatiales, de diverses questions de géométrie
réglée, et il a trouvé plusieurs générations de la surface
cubique. Dans I'une d'elles, particulierement simple, il
considere un triangle qui se déforme de maniere que deux
de ses cOtés s'appuient sur deux couples de droites fixes,
le troisieme c6té appartenant a un faisceau de rayons; le
troisieme sommet décrit alors une surface cubique passant
par les quatre droites fixes données et par le sommet du
faisceau. Cette génération lui permet de retrouver rapide-
ment les propriétés de la configuration formée par les
27 droites de la surface.

On sait que von Staudt a cherché, sans y parvenir com-
pletement, a affranchir la géométrie projective de tout
emprunt a la notion de mesure. Le Paige et F. Deruyts
ont résolu le probléme en partant de la notion de couples
d’éléments en involution et en définissant I’hnomographie
comme le produit de deux involutions.

Une mort prématurée a empéché Francois Deruyts de
continuer ses belles recherches. Le probléme des groupes
neutres des involutions, de la solution duquel il était bien
prés, devait étre résolu peu apres par F. Severi, par les
méthodes de la Géométrie énumeérative.

Ce fut M. Jacques Deruyts qui occupa, a la mort de son
frere, en 1902, la chaire de Géométrie supérieure. Notre
savant Confrére, qui, par ses recherches sur les formes
algebriques, était, lui aussi, éleve de Le Paige, n’avait
pas hésité, par piété fraternelle, a accroitre la charge
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déja lourde de son enseignement. Ses nouvelles attribu-
tions le conduisirent a soumettre a une critique pénétrante
les principes de la Géométrie projective; bien que ses
recherches soient restées inédites, nous avons cru devoir
les signaler. De 1911 a 1925, J. Fairon (1863-1925) fut
chargé de I'enseignement de la Géométrie supérieure.
Eléve de F. Deruyts, il s est surtout occupé de représenter,
sur des courbes rationnelles hyperspatiales, certaines
formes algébriques binaires; il a obtenu dans cette voie
des résultats intéressants.

Le rapide exposé que nous venons de faire des contri-
butions apportées a la Science par I'Ecole de Géométrie
de | Université de Liege, montre, croyons-nous, que cette
Ecole a joué un role essentiel dans le développement de
la Géométrie. Comme nous I'avons dit au début, nous nous
sommes borné aux travaux des titulaires successifs de la
chaire de Géométrie supérieure; il convient d’ajouter que
certains de leurs Collegues pourraient également étre
cités, entre autres Eugene Catalan (1814-1894), dont
[ influence sur les Mathématiques a Liege fut considé-
rable, et Joseph Neuberg (1840-1926), un des fondateurs
de la Géométrie du triangle et du tétraedre.

Il sciait injuste de taire que, dans d’autres domaines
que la Géométrie, les savants dont nous venons de retra-
cer les travaux ont joué un role parfois important. Nous
avons dit que Brasseur fut professeur de mécanique appli-
quée, comme tel il a fondé le laboratoire d'ou devaient
sortir plus tard les beaux travaux de Dwelshauvers-Dery
sur la machine a vapeur. La majeure partie de la vie scien-
tifigue de Folie a été consacrée a I'étude de I’Astronomie
et il fut le fondateur de I'Institut Astrophysique de Cointe,
annexé a 1 Université de Liege. C'est également vers
[ Astronomie que Le Paige s'est tourné dans la seconde
partie de sa carriere, mais on lui doit aussi des travaux
de grande valeur sur I'histoire des mathématiques, parti-
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culiérement dans I'ancien Pays de Liége, et la publication
de la correspondance de René de Sluse, un des précur-
seurs belges du calcul infinitésimal. F. Deruyts, enfin,
fut attaché pendant quelques années a I'Institut de méca-
nique appliquée et s’est occupé de I'application de la ther-
modynamique aux machines a vapeur.

Liege, octobre 1933.

M. HAYEZ, Impr. de I’Académie royale, 112, rue de Louvain, Bruxelles.



