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Sur une surface algébrique qui est, de plusieurs manières, 
enveloppe de systèmes de surfaces,

par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Dans quelques notes récentes, un de nos élèves, M. R. Souris, 
a rencontré des surfaces du sixième et du huitième ordre qui sont, 
de plusieurs manières, enveloppes de systèmes simplement 
infinis, d’indice deux, de quadriques (*); ces surfaces ont été 
obtenues comme surfaces focales de congruences de coniques. 
Elles sont des cas particuliers d’une surface que nous nous 
proposons de considérer dans cette note.

1. Considérons deux réseaux |d>|, j*F| de surfaces d’ordres 
m, n, représentés respectivement par les équations

(d’d, 3*2, J 3, X4) -■ X2tp2 -)- ^3^3 = 0,

P-d'lfi (d'd, X2, X3, Xi) -R -R p3^3 = 0.
Etablissons entre les surfaces de ces réseaux la correspondance 

quadratique
Xj. à2 . ~k3 = p2 : [x3 pi : p, p.2.

Les surfaces homologues se coupent suivant des courbes 
formant une congruence du second ordre, dont la surface focale 
a pour équation

('pd'K )2 + ('Pî'K)2 + (Rs^a)2 — 2 «fvlvps’l's — 2 <?3^3<f d4>i — 2 = 0. ( 1 )

Cette surface F, d’ordre 2 (m -R n)} est l’enveloppe de plusieurs 
systèmes d’indice deux, de surfaces d’ordre vi -R v. Désignons 
en effet par a, p, y une permutation quelconque des nombres 1, 
2, 3. L’équation (1) peut s'écrire

(?*'}'« — — fr'h)2 - = °
et la surface F est donc l’enveloppe des deux systèmes

^ (®a<l'« — — ?T<lR) + »vfv = 0, (2)
^2<Pp'K +^(<P«'K — «Pp — 'Fr'W) +‘Pr'b = °- (3)

l}) R. Souris, Sur une surface algébrique du sixième ordre (Bull, de 
l'Acad. roy. de Belgique, 1931, pp 1365-1377; 1932, pp. 71-82, 165-169); Sur 
une surface du huitième ordre (Idem, 1934, pp. 151-155).
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Si m — n, la surface est en outre l'enveloppe dlu systèrme

fp'Pp— <Pr,'M + “Mv == °*

Les surfaces des systèmes (2), (3> appartiennent à dess réseaux 
dont les points-base sont en général des points doubles coniques 
de la surface F. Nous supposerons distincts les points- base des 
réseaux [<ï>|^ |'4r|; dans ces conditions, la surface F posssède les 
points doubles coniques suivants :

1" les m3 points-base du réseau f4»| et les n3 points^-biase du 
réseau | *F |;

2,:1 les 3 m2n points communs aux surfaces

«p* *= 0» = 4“r = *0; (a,-y = 1,2., 3);

3 ' les 3 mn2 po>ints communs aux surfaces

«P« = 0» «J'p = 0, Fr = 0; (a, p, Y = 1,2', 3);

4° les 3 tnn (m -f- m) points communs aux surfaces

©a = 0. ty» = 0» «pp^'iP — ?r 'K = 0 • (a, fi, y = 1, Î2, 3).

La surface F possède donc (m -j- n)3 -f 3 rrtn (m + ni) points 
doubles; coniques.

Lorsque m = n, les points-base du réseau auquel appartiennent 
les surfaces dn système (4) sont compris dans les précédants.

2. Un point double conique d’une surface algébrique téqjuivaut, 
au point de vue des transformations biratiomnel les, à urne courbe 
rationnelle de degré—2. Nons désignerons par F lia somme des 
courbes provenant des points doubles de F, base dlu résseau [<t»i; 
par F1' celle des courbes provenant des points-base de par
r* , la somme des courbes provenant des points doulbles ren
contrés au 2'°; par F«p. Ha somme analogue relative an 3°; enfin par 
Fa la somme des points doubles ren-comtrés au 4°.

Les> surfaces cp^ = 0, «pz = 0„ <pa = <0 touchent la surface 1F suivant 
des courbes que nous désignerons respectivement par C14J, CJ2, CJ3 
et les surfaces <}q =■= 0, <{»2. =« (), <|ij = 0 touchent F 9uiivant les 
courbes qui seront désignées par C^, Ca, C^.

La courbe Cu passe par les points doubles figurant dans les 
sommes T, ri2„ F13, F4, F,. Si ITon désigne par C les sectioms. planes 
de F, on a donc

S1-j- 1 -F 1 a -F F i3 -F r^s F i * m C 
est des relations fonctionnelles analogues pour Ca2, Cfl3.
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O n a de même

2C2j -p T1' -K- F12 H— I ‘13 —f- I ^ + I j = nG 

et des relations analogies potur Ca2, C^.

3. Les surfaces du système (2) touchent la surface F suivant des 
courbes Cfi formant u n faisceau et l’on a

- l f i’f r1 -p rB -p 13i -p i w + h)- rM -p r^2 ~ (m -p «) c.
Par conséquent, on a

2Cj i= 2 ((i.jj -(- (i2a Hr r\),
et plus généralement

2t.t = 2 ( (>la -p 1 j2i -p I j) = 2 <(<>J2 -p -p Lj) = 2 (Cj3 -p Cm3 -f-13)).

En considérant les trois permutations a|j3y, on obtient trois sys
tèmes de surfaces ( 2) enveloppant F, mais ces trois systèmes coïn
cide nt. Le système (2) contient, en effet:, la eonrïbe Cu + C21 -)- Flj( 
donnée par ®,<|>1 = <0, la courbe Q*+• G*j-p T*, donnée par <pe<];2 = 0,, 
et la courbe C,13 -(- -f r3, donnée par cp3 <{;3 = 0 (pour les valeurs 
0, 1„ * du paramètre* V). On en déduit die plus que l’on a

Cj=Cm +- c21 -f- ra=Ci2 -f- c.22 -p i’2 = Cj3 -p Cjs -p r3.

4. Envisageons maintenant les systèmes déduits de (3) en
donnant; à les valeurs possibles. Ce sont les systèmes

X2<p2<pj -p i ( <fj — tf2^2 — f 3^3) -P 'p3^2 = 0, (S)
'À2<jp3(p, -P X («pe'l'a — <p3<|»3 - -P «Pj4"3 = <0. (6J

-f ^ ((?3 ^3 — <pi<h — Çj^ü) -P = (0. (7)
Les surfaces de ces systèmes touchent F suivant des courbes que 

nous désignerons respectivement par C2, Q,, C4. O'n a

2C2 -pr -pF'-p TosHP l’is pr,-prj = (m -p n) C,
2 C3 -p 1 -p I ' -p r3M -p -p r3 ~p rt = (m -P ri) c,
2 C4 -p i -p F' -p ril2 p- Tjj -p T, -p Fj = (m -p n) C.

Oin a, par exemple,,

*c*=2 ((C.2 -p c:a +ra + r;3;)=2 (cls -p c* + r,3 -p rls).

Parmi les couirbes: C2 se trouve la courbe découpée par la 
surface aj>2ty3 = 0 sur la surface F; on peut donc diviser par 2 Iles 
membres de la relation fonctionnelle précédente et écrire

c»,=Cjj + Cik -p Fla! -p r;3 = c.j3 -p -p r13 -p rjj.
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Les courbes C3, C4 vérifient les relations fonctionnelles ana
logues.

Les systèmes |CB|, iC3|, |C4| sont distincts et distincts de |Cj]

5. Dans le cas m = «, on a en outre trois faisceaux distincts et 
distincts des systèmes précédents, fournis par les trois systèmes 
de surfaces (4). Ce sont les faisceaux

IQI = l + c13 -p r +1231 = | c22 -p -p p -p 1231,
I f-61 = I + Cn + r -p r311 = | Cj3 + c2i +1 ' + r311,
I c71 = I c14 -p c12 -p i +1121 = l c21 ~p c22 +1 ' -p I j2 |.

On a, par exemple,

2C5 -p r<2 -p 113 -p r12 -p I i3 + 12 + T3 = (m -p n) C 

et des relations analogues pour C6, C7.
Liège, le 9 mars 1935.
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