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Sur les points unis des homographies cycliques de l’espace,
par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Nos recherches sur les involutions cycliques n’ayant qu’un 
nombre fini de points unis, appartenant à une surface algé
brique (l), nous ont conduit à reprendre, sous un nouvel aspect, 
l’étude des points unis des homographies cycliques du plan (2). 
Nous avons plus tard considéré des involutions cycliques 
n’ayant qu’un nombre fini de points unis, appartenant à des 
variétés algébriques à trois dimensions (3) et ceci nous conduit 
de même à l’étude des points unis des homographies cycliques 
de l’espace. Si H est une homographie de période p de l’espace, 
p étant un nombre premier supérieur à deux et si A est un 
point uni isolé de cette homographie, celle-ci détermine, dans 
la gerbe de sommet A, une homographie h qui peut être l’iden
tité, une homologie ou une homographie n’ayant que trois 
droites unies. Nous avons donc une première répartition des 
points unis en trois espèces. Il faut ensuite, au moyen de 
transformations quadratiques appropriées, pour les points 
unis de seconde et de troisième espèce, étudier les points unis
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infiniment voisins du point A. Dans cette courte note prélimi
naire, nous étudions le cas p= 5 puis, en ce qui concerne les 
points unis de seconde espèce, le cas où p est quelconque.

I.
1. Une homographie de période cinq de 1 espace est repré

sentée par
fXi &xt t'x3 AxA 
V»t A a?3 xA J

où s est une racine primitive cinquième de 1 unite et a, p des 
entiers positifs inférieurs à cinq. Les sommets du tétraèdre de 
référence sont des points unis de H; nous étudierons la structure 
du point uni O,.

Si »={J = 1, H est une homologie de centre CL et ce point est 
un point uni parfait ou point uni de première espèce. Pour 
que CL soit un point uni de seconde espèce, il suffit de poser 
a = l, p = 2, 3 ou 4. Dans la gerbe de sommet O,, H détermine 
alors une homologie d’axe 0,04 et de plan 0,02 03. Étudions 
en premier lieu le cas p=3.

Le point uni 0, possède, dans son domaine du premier ordre, 
un point uni 0]4 situé sur la droite 0, 04 et une droite unie a„3 

située dans le plan OjOjO,,.
Pour étudier le point 0,4, effectuons la transformation qua

dratique @4, où

(y\ ÿsp 4 PaPi l/i?/A %? - (** AA AA A4

VA 0^2 A / v y* y-i y3 yJ

Au point 014, ©4 fait correspondre le point O', (1,0,0,0). A 
l’homographie H correspond l’homographie

Pi s:i.y2 t'-'y* &3y*\
}h y* y3 y< J'

pour laquelle 0/1 est un point uni parfait. Donc, le point 014 
est uni parfait pour H.

Pour étudier la droite unie a„3, effectuons la transformation 
©J3, où

J, A AA a A A A
Pi Pi Pî y*

qui fait correspondre à la droite a23 la droite y1=y4—t).

_ (yty8 ViPi PiPa PiP*')
\ x, X, X, x.j

«-i
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Envisageons le système linéaire dépourvu de points-base, 
formé des surfaces du cinquième ordre transformées en elles- 
mêmes par H; il a pour équation

*0*1 + *î*«?2 (*» *3) + *1*4«J (*2. *3) + *1*4 + f5 (**, *3) = 0,

où cp2, cpj sont des formes algébriques en x2, x3 dont le degré est 
indiqué par l’indice et où les coefficients sont variables. Consi
dérons celles de ces surfaces qui passent par 04 (Xo = 0) et appli- 
quons-leur la transformation 023. Nous obtenons

ylyly^i (y* 2/3) + y^y^i (2/2. 2/3 ) + \y\<A + yl^(yi> y3) = 0.

Ces surfaces passent par la droite 2/,=jq=0 en y touchant le 
plan y4=0. Par conséquent, la droite a23 est unie pour H et il 
lui est infiniment voisine une droite unie pour H. Nous trouvons 
donc une première catégorie de point uni de seconde espèce. 
A ce point uni sont infiniment voisins, d’une part, un point uni 
parfait et, d’autre part, deux droites unies successives.

Ce résultat est conforme à celui que l’on obtient en consi
dérant le point uni 04 dans l’homographie engendrée par H 
dans un plan passant par la droite O, 04 (plan uni pour H).

2. Supposons maintenant (1 = 2. Le point 0,4, infiniment voisin 
de O, sur la droite O, 04 et la droite a23, infiniment voisine de 
O, dans le plan O, 0203, sont encore unis pour H.

Effectuons la transformation 04, qui fait correspondre au 
point 014 le point 0'4 (1,0,0,0). A l’homographie H correspond 
l’homographie (4)

(Vi VA VA rfy*),

où l’on a posé ti = £4. Le point O', est donc un point uni de 
seconde espèce, de la première catégorie rencontrée plus haut.

Considérons maintenant le système linéaire dépourvu de 
points-base, formé par les surfaces du cinquième ordre trans
formées en elles-mêmes par H. 11 a pour équation

*o*t + (*» *») + a?,*4?3 (#*, x3) + + fs (x2, x3) =- 0.

(4) Pour plus de simplicité, nous écrivons (/y r^y r,ÿ r,3jy ) au lieu
12 3 4

de

'!h VA V/3 '?y'i
l/l 2/2 2/3 2h .
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Appliquons la transformation @23 à celles de ces surfaces qui 
passent par Oj. On obtient le système

ylylyl<îi (y* y3) + y^y^y^ (y*y3) + \y\îA + ÿlf 5 (y* y^ = 0.

Ces surfaces passent doublement par la droite yl=yi = 0, qui 
correspond à «23 et, en un point quelconque de cette droite, les 
plans tangents sont variables avec la surface.

Nous obtenons donc une seconde catégorie de points unis de 
seconde espèce. A un tel point sont infiniment voisins, d’une 
part, un point uni de seconde espèce de la première catégorie, 
d’autre part, une droite unie.

3. Envisageons enfin le cas de p = 4. Pour étudier le point O,,, 
infiniment voisin de O,, effectuons encore la transformation ®4. 
A l’homographie H correspond l’homographie

(2/i <. 'lk •'12/s h2 y4),
où l’on a posé -^ = s2. Le point uni 014 est donc un point uni de 
seconde espèce et de la seconde catégorie.

Le système linéaire des surfaces du cinquième ordre trans
formées en elles-mêmes par H et dépourvu de points-base a 
pour équation

+ x\x4(x2, x3) + x,af4<p2 (x2, x3) + \a% + <p5 &s) =-: °-

Appliquons la transformation ©,3 à celles de ces surfaces qui 
passent par 04; nous obtenons

yhAy, ÿi (2/2,2/3) + y\y%y3y\^ (y2.2/3) + \y\y\ + vl?* (y» 2/3) = 0.

Ces surfaces passent simplement par la droite y4 = 2/4 = 0, qui 
correspond à la droite a23, mais rencontrent le plan y4 = 0 suivant 
trois droites confondues avec y,=y4=0. Par conséquent, au 
point 04 sont infiniment voisines successives trois droites 

a'23, a"23. Nous trouvons ainsi une troisième catégorie de 
points unis de seconde espèce.

4. En résumé, les points unis de seconde espèce des homo
graphies de période cinq se répartissent en trois catégories :

A un point uni de la première catégorie sont infiniment 
voisins, d'une part, un point uni parfait et, d'autre part, une 
droite unie à laquelle est infiniment voisine une seconde droite 
unie;

A un point uni de la seconde catégorie sont infiniment voisins,
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d'une part, un point uni de la premiere catégorie et, d'autre 
part, une droite unie;

A un point uni de la troisième catégorie sont infiniment 
voisins, d'une part, un point uni de la seconde catégorie et, 
d'autre part, une droite unie à laquelle sont infiniment voisines 
successives deux droites unies.

II.

5. Nous allons maintenant passer à l’examen du cas où O, 
est un point uni de troisième espèce. En changeant éventuel
lement de notation, on peut toujours supposer que l’on a

H = (xt ex2 &x3 e3x4).
Au point uni Oj sont infiniment voisins trois points unis 0,2 

sur O, 02, 013 sur Oj 03 et 0,4 sur 0, 04. Pour étudier 012, 
effectuons la transformation ®2, où

e* y\ i/iVi 2/22/3 2/22/A 
Xi x.z x3 x4 )’

’XiX2 x\ X4X3 XiX.
2/1 2/2 2/3 2/4

qui fait correspondre à 012 le point O'j (1,0, 0,0). A l’homogra
phie H correspond l’homographie

(f/i sf/2 m Aù.)-
Le point O', est donc un point uni de seconde espèce et de 

seconde catégorie. Il en est par suite de même de 0I2.
Pour étudier 013, effectuons la transformation @3, où

(_) = (y\ f/sf/a 2/i2/3 2/.3.2/A 0_1=/ù»i^3 xtx2 xl x^
V^i x2 Yi x4 / J \ y, 2/2 2/3 2/i /’

à 0,3 correspond le point O'j (1,0,0,0). A l’homographie H 
correspond l’homographie

H' = (2/1 02A -rfy3 rfy4),
où l’on a posé 7i = e4. Le point O', et par conséquent le point 013 
sont donc des points unis de troisième espèce.

Passons au point 014. La transformation ©4 fait correspondre 
à H l’homographie

(2/i '02A ■'Vs 2/3 '02/4)1

où l’on a posé 7] = e3. Le point 014 est donc un point uni de 
seconde espèce et de la première catégorie.

A un point uni de troisième espèce de l'homographie de
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■période cinq sont infiniment voisins, dans trois directions diffé
rentes non coplanaires, trois points unis: deux, de seconde 
espèce, sont l'un de la première catégorie, Vautre de la seconde; 
le troisième point uni est de troisième espèce.

6. Au point uni 013 sont infiniment voisins trois points unis 
dont l’un est de troisième espèce. Si nous effectuons à nouveau 
successivement les transformations ©,, ©3, @4, à l’homographie 
H' correspondent les homographies

H" = (2/1 ri y2 T? y 3 VJy4),
(ÿi KV: ?>/4),

OÙ Ç = T|3,
(îù '?!h Ç2/3

OÙ Ç = r|4.
Au point 013 sont donc infiniment voisins trois points que 

nous désignerons par 0I32 , 0133 , 0134; le premier est uni de 
troisième espèce et les deux derniers de seconde espèce.

L’analogie des équations de H et de H" montre qu’au point 
0133 est infiniment voisin un point uni de troisième espèce que 
l’on pourra désigner par 01323, et ainsi de suite.

III.

7. Revenons aux points unis de seconde espèce, mais dans le 
cas d’une homographie H de période p, où p est un nombre 
premier. On peut écrire

H = (æ4 zXz UC3 e*œ4),

où e est une racine primitive d’ordre p de l’unité et a un entier 
compris entre 1 et p.

Le point O, est uni de seconde espèce et possède un point 
infiniment voisin 014, sur la droite O, 04, uni de seconde espèce 
également. Si nous effectuons ©4, au point 014 correspond le 
point O7! (1,0,0,0) et à H l’homographie

H, = (2A £p-a+12/2 e!,~a:+i 2/3 £*2/4)-

Si le point O', est uni parfait pour l’homographie H,, nous 
dirons que O, est un point uni de la première catégorie. S’il en 
est autrement, nous recommencerons l’opération précédente.
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Nous pouvons opérer directement X fois l’opération ©4. On a
fy\+l y«.y\ 2/32/4 t^y*\
V &i 0C% x4 J

fj\x\ Xi Xi x)x3 x4+l
\ yi y3 2/3 y 4.

A l’homographie H correspond l’homographie

lh - (Vi ^'a+l!h ^a+iys t'yù- 
Si le point Oh (1,0,0,0) est uni parfait pour Hx et si X est le 

plus petit entier positif donnant ce résultat, au point 04 font 
suite X — t points unis de seconde espèce, infiniment voisins 
successifs, suivis d’un point uni parfait. Nous dirons que 04 
est un point uni de seconde espèce de la catégorie X. Nous 
devrons donc avoir

p — Aot-f Isa, (mod.p).

Pour déterminer X lorsque a est donné, posons
p = eqa -f (h, 2p = a,a -f P2, —, ip = aty.+

— ,(<* — 1)P = «.-!« + P«-«.
les p étant inférieurs à a. Observons que, p étant premier, deux 
des nombres (h, p2, ..., pa..,ne peuvent être égaux. L’un d’eux, 
par exemple Pi, sera donc égal à a — 1. On aura alors l = a„

8. Au point Oj est infiniment voisine, dans le plan 0i020;1, 
une droite «23 suivie éventuellement d’un certain nombre de 
droites unies pour l’homographie H. La détermination du 
nombre de ces droites, dans le cas général, est assez compliquée; 
nous nous bornerons à envisager ici les cas où 04 est un point 
uni de la première ou de la seconde catégorie.

Si O, est un point uni de la première catégorie, on a X = 1 et, 
si l’on pose p=2v + l, on a en outre tx=v + l. L’équation de la 
surface la plus générale d’ordre p, transformée en elle-même 
par H et ne passant pas par Ch, s’écrit
\a%+æ\x^(xt, x») -f xf1 x\ ev_1 (xt. y8H---- H of-*#?+1 «v-< (;*V æ3)

+ "• "h J"? + -fp (x2. X3) — 0.

Opérons la transformation @23 sur celles de ces surfaces passant 
par 04 (X„ = 0). On a
ylyly^iy^y») -t------f yV1 {,s~*yiÿ*Hiv-i(y*ys) + - + \yïyï

+ 11'fp Cj*1 ^’3) = t).
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Cette surface passe par la droite «b=y4 = 0, qui correspond à 
a23 et a un contact d’ordre v—1 le long de cette droite avec le 
plan y4 = 0. On voit donc qu’au point Ox font suite v droites 
infiniment voisines successives, unies pour H, la première étant 
la droite a23.

9. Supposons maintenant que 04 appartienne à la seconde 
catégorie. On a X = 2 et deux cas peuvent se présenter, suivant 
que p = 3v + l ou t? = 3v+2.

Si p=3v + l, on a a = 2v + l et si p=3v+2, a = v + l.
Envisageons le premier cas. La surface d’ordre p la plus géné

rale transformée en elle-même par H et ne passant pas par O, 
a pour équation
l0x? + x?x^ {x2,x3) H------h ccf'-’ia%+lyv-i (a?*,a?3) H------h ^ï®o
+ xt'ofi <p*., -1- - - - - - h (x»x3) H- - - - - - h <?„ (x»xa) = 0.
Opérons ©23 sur celle de ces surfaces qui ne passe pas par O, 

(Xo=0). On a

tfyVv&favJ + - + yï-*,-iyr2i-iy?yï+l<?,-t(y*,y3) + - 
+ y?y%<? » + ÿtlÿtlÿ?ly\<i*,{yî,y^ + - 

+ yl~H~l ÿt'2i~' ÿi+2i+i yf+* (y*,ys) H- - - - - 1- yVyv (y*ys) = °-
Cette surface passe simplement par la droite y1 = y4—0 et a, 

le long de cette droite, un contact d’ordre 2v — 1 avec le plan 
ÿj=0. Par conséquent, au point 0, sont infiniment voisines 
successives 2v droites dont la première est a23.

Passons au second cas. La surface d’ordre v analogue à celles 
qui ont été considérées plus haut a pour équation
. \x\ + a? (x*x3) H- - - - - - H x‘i i (-*2, x3) H- - - - - - h«??o

+ x'[x4»2V+i (u72,.t3) H- - - - - (- æ'r2i-xfH •f2V+1_1 (arjS,a?3) + •••
+ tp„ (#2, jj3) = 0.

Opérons ®23 sur la surface obtenue en posant Xo = 0. Il vient

yfyfy\^(y^) + - + y^yf-^yfy^-iiy^) + -
+ yV y 4 ?o + .A yl ÿi y 4 <?*+» (y*- ®s) + —

+ ytny't^ytilyf+i (y*y3) -i------f- yï'rv (y*y3) = °-
Cette surface passe doublement par la droite y1=yi=0 et 

possède encore, dans le plan y4= 0, v— 1 droites doubles infi
niment voisines de la précédente.

Au point Ox sont infiniment voisines successives v droites 
dont la première est «23.

Liège, le 24 décembre 1940.
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