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Sur un groupe d’homographies planes,
par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Le groupe que nous nous proposons d’étudier dans ce travail
est engendré de la maniére suivante: nous considérons deux
homographies cycliques de période trois, 0,, 02, non
homologiques, permutables. Les homographies Q3=Q,n0,
i, =0-,02 sont également de période trois, non homologiques,
permutables entre elles et avec chacune des homographies
Gt, Q2. Nous considérons ensuite les homographies qui font
correspondre aux points unis de l'une des homographies
0,, Q2 03, a4, les points unis d’une autre de ces homographies
et, & un point uni d’une troisieme, un point uni a la derniere.
Ces homographies ont la période quatre et nous montrons que
I’ensemble de toutes ces homographies constitue un groupe
d’ordre soixante-douze.

Les trois points unis de chacune des homographies Q,, £,
Q), Ut forment un groupe de douze points se répartissant quatre
par quatre sur neuf droites. Corrélativement, les douze droites
unies de ces homographies passent quatre par quatre par neuf
points du plan, qui forment la base d’un faisceau sizigétique
de cubiques planes.

Les involutions du troisieme ordre, engendrées par les homo-
graphies Q,, n2, U3, g4 ont pour images des surfaces cubiques
possédant trois points doubles biplanaires. Aux homographies
de période quatre considérées correspondent des homographies
transformant ces surfaces les unes dans les autres.

Les considérations précédentes peuvent s’étendre aux hvper-
espaces, comme nous le montrerons prochainement.

1. Soient, dans un plan di, £2, et Q2 deux homographies
cycliques de période trois, non homologiques, permutables.
Nous pouvons prendre, ¢ étant une racine cubique primitive
de I'unité,
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Ces homographies engendrent, dans le plan ra, une involu-
tion 19, d’ordre neuf, dont un groupe est formé par les points
(«/'j1 X2, X3), ( « EXo, Ed> (Al ~X2.
(X2, X3, X,), (X2, ex3, s2xi), (X2, e2x3 ex,),
(x3, xit %2, (x3, tXi, t2x?), (X3, e€2Xi, ex,).
Les homographies
13— 0,Q=02Q U, = Lil, = Q2*
sont également de période trois et non homologiques. On a
L' =o*u| = 0l0-;, Q= 0,Q*= 0|0t
Les quatre homographies u5 Q2 Q3, Q4 engendrent des invo-
lution d’ordre trois, respectivement 17 If, I®, I® avec les-
quelles I'involution 19 est composée.

Chacune de ces quatre homographies posséde trois points unis
que nous désignerons par

Alt(1,0,0), A, (0,1,0, A,(0,0,1),
pour Q,, par

A, (1,11), A25(1, ee=). A, )
pour U2, par

Am (st 1,1),  Ae(1,%,1), A*(1,1,6%
pour Q3, enfin, par

Ali(s, 1,1), A«(1,6,1), A8(1 16)

pour Q4.

A chacun de ces points unis est associée une droite unie. Les
droites unies an, a2, «13 de ont respectivement pour
équations

Xt =0, X2 =0, x3=0.

Les droites unies «21, «22, «3 de G, ont respectivement pour
équations

N+ x2+ xa—0, Xi -f e2x? + sx3 =0, Xi +iset+ e2x3 0.

Les droites unies a3l, a32, a3 de 03 ont respectivement pour
équations

EXy + .r2-f- x3 =0, X, -f-ex, -f x3 =0, xt -f- x, -f sx3 — 0.
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Enfin, les droites unies adl, <42, a#3 de 04 ont respectivement
pour équations

X!+ X3 =0, X+ &x2-(- X3 —0, Xi+ X1+ e'x3=0

2. Les points unis de I'une des homographies Q,, G2, U3, U
sont échanges entre eux par les trois autres. On a précisément
AN oal a3 Uzx Ak A Am A Al A, A AIA
vad all ali A* Az Az Ali al An Al A AT’
o = WY Al A A2 AR Al A AR A3 Al A4A

Un A as all a2z Az A An, A3 An a2 AJ'

=

Q3 =U ‘_‘ AlZ AN A2 A3 AL ) aj) Am A2 A4 M
Ul Ax Az A* A ass A Az A an Ay A
0 = 12 all An Afl A3 A2 AR A3 ASl AUl A« ags)
H Al as Az Az Ar g3 A A, Aa A2 Asz

Les quatre homographies en question produisent les mémes
permutations sur les droites unies.

3. On Vvérifie aisément que par un point commun a deux
droites unies de deux des quatre homographies Qj, G2 Q3 qg!
passent deux droites unies appartenant une a chacune des deux
autres homographies. Ainsi, les quatre droites alx, a2l, a3l, ail
passent par le point (0,1,—1). Les points d’intersection des
droites unies d’homographies différentes sont donc au nombre
de neuf et se distribuent trois par trois sur ces douze droites.
Il en résulte, d’aprés un théoréme classique de Cremona, que
ces neuf points forment la base d’'un faisceau sizigétique de
cubiques.

Dailleurs, les quatre cubiques du faisceau constituées par
les droites unies de chacune des homographies Q,, n,, Q3 Q¢
ont respectivement pour équations

X4x2x3 = 0, xf + a% H- x| — Z>xix2x3 = 0,

X\ + X\ + #3 — otXxX2Xa = 0, xf + 3% + tIXixix3 =0
et le faisceau a pour équation
X\ + 7| + \XiX2x3 = 0.

Corrélativement, les points unis des quatre homographies se
distribuent quatre par quatre sur neuf droites. Ainsi, les points
A,j, A2, A3l, Adl se trouvent sur la droite x2=x3.
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4. Construisons une homographie qui fait correspondre aux
points unis de O,, ceux de (2 pris dans un certain ordre et a
un point uni de 03, un point uni de Q4 Pour fixer les idées,
supposons qu’aux points An, Al2, A3 doivent respectivement
correspondre A,,, A22, A23. Une homographie satisfaisant a cette
premiere condition a pour équations

. pa?;, = Pjkij + ptx2 -h p3xs,
px', — plxt + p2sx2 h p3£-x3,
pX3 = piXi + pse*Xo + p3E3-

Au point uni Aal, cette homographie fait correspondre le point

PUZ+ P+ p3,  (pl+pPE+pE  (pl + P)* + 2

Pour que ce point coincide avec A4l, on doit avoir
Pl=p2=p3=1; pour qu’il coincide avec A42, pl==i, p2=e2, p3=¢g,
enfin, pour qu’il coincide avec A43, pt=t, p2=¢, p3=e2

Nous obtenons ainsi trois homographies H, H', H", que nous
représenterons par la matrice de leurs coefficients, en écrivant

fi 1 1\ "l e £\ ' /le £\
H=1 1 ¢ & H- (11 1], H' = Ffl & e j.
\1 ¢ ¢/ \1 ¢ eV \1 1 1/

Remarquons d’ailleurs que I'on a

et de méme
H" = Hu2

Il suffira donc de considérer H. Nous avons

et
A\

IIs = Xy,
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L’homographie H? est une homologie harmonique de centre
X, =x2+x3=:0 et d’axe x2—=3=0.

Par conséquent, I’homographie H a la période quatre.

Remarquons maintenant que I'on a

On en conclut que les homographies faisant correspondre aux
points unis de Q,, ceux de Q2 {pris dans un ordre quelconque)
et & un point uni de 03, un point uni de 04, s'obtiendront toutes
en considérant I'une d'entre elles, son cube et les produits de
ces homographies par Q,, 03, O, et par leurs carrés.

Par conséquent, toute homographie faisant correspondre aux
points unis de G, ceux de LI et & un point uni de U,, un point
uni de (4, a la période quatre; son carré est une homologie
harmonique.

On voit d’ailleurs que cette homographie fait correspondre
aux points unis de 03, ceux de Q4 et que son carré laisse fixe
un point uni de chacune des homographies Q,, 03, 43, (4, ces
quatre points unis appartenant a I'axe d’homologie.

De plus, H et H3 font correspondre aux points unis de 02, 04,
respectivement ceux de U4, £),.

5 Les homographies 0,, Q,, 03, U4 jouent des rbles syme-
triques et 'on a, par exemple,

Nous sommes donc conduit a considérer I’'homographie

et les homographies faisant correspondre aux points unis de
Qj, ceux de CB et, & un point uni de fl2, un point uni de 04,
homographies qui se déduisent de H, en la multipliant par
Qj, G2, a3, fl4 et par les carrés de ces derniéres.

Un calcul simple montre que I'on a

H,

On a donc H24™H2 et Hi est, comme H, une homographie de
période quatre.
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Considérons de méme I’homographie

/A_jj Ab A«
um A Al3

Oh a

H = HI

On a d’ailleurs, comme on le vérifie aisément,

Ho= HjH,  H|=HHL

6. Les homographies Gx, Q,, H et H, engendrent un groupe
d’ordre fini. Pour déterminer cet ordre, considérons le systéeme
linéaire des courbes du sixiéeme ordre

+ "2 + <4) + \(a%a% + xIx\ + a’xf)
+ XXX + X\ + a%) + \a™x\xi = 0.

Les courbes de ce systtme sont transformées en elles-mémes
par Oj, 02 et par H3=H2L, c'est d’ailleurs le systeme le plus
ample de courbes de sixiéme ordre, dépourvu de points-base,
jouissant de cette propriété. D’autre part, le systtme (1) est
transformé en lui-méme par les homographies H et H,.

Rapportons projectivement les courbes (1) aux plans d’'un
espace en prenant, comme plans homologues de ces courbes,
les plans

)AXL + A X+ X3X3 + XIX, = 0.

Aux homographies H, H, correspondent, dans cet espace,
respectivement les homographies

I3 60 9 270\ 3 60  90el  270¢\

3 o—a 9 w8 9 27¢
6 9 —b54' 3e 6e 9 —b4e

U 2 —s6 9 \ 260 — 6e 9

Ces homographies sont involutives et I'on vérifie aisément
gu’il en est bien ainsi.
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De plus, les homographies H, Hi sont permutables et I’'hnomo-
graphie
0 60 90e 270¢

8 —2 % 27¢)
Of2 6e 9 —b4¢
i 8 2e —68l 9

correspond a I’homographie H2.

Dans le plan primitif, les homographies @,, 2 et H2 engen-
drent une involution d’ordre dix-huit, dont les groupes sont
représentés par les points du cbne

x! = Xj (Xj + 2 Xt).

Sur ce cone, les homographies H et H! engendrent une invo-
lution d'ordre quatre. 1l en résulte que les homographies
0j, U2, H et Hj engendrent un groupe fini d'ordre soixante-
douze.

7. Le systeme linéaire de cubiques planes, dépourvu de points-
base, le plus ample possible, appartenant a l'involution II”
engendrée par Qx, a pour éguation

D-rt + Xg&F + Mana + — 0. @)

Les systéemes analogues, appartenant aux involutions If,
If, If ont respectivement pour équations

X+ xj+ xl) + T2(xtx2 + xr2x3 + e\Xi)
+ \(x\x3 + + X%x" + XXx2.Ta = 0,
X(xf + x$ -f 12(xfx2 + exix3 + e2a?ajt)
+ X(X\x3 + SrXIXi + tX%X"} + XXiX*Xn = 0,

Xi{xl -f X\ + X2) + X(x[x2 4- tiXIX-j -f-
+ X(™MX3 + z2x\Xi + 81x\x?2) + \XiX2X3 = 0.

Rapportons projectivement les courbes du systeme (1) aux
plans d'un espace 2 en faisant correspondre a ces courbes les
plans

*X,, -)- X2X12 + X3 Xig -|- X4XM = 0.
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Aux groupes de I’involution I3 correspondent les points de
la surface F, d’équation (¥

XIf xf2xi3 = XI.

Fj est une surface cubique possédant trois points doubles
biplanaires, qui correspondent aux points unis An, Al A,
de O,.

Aux homographies Q,, n3, 04 correspond I’homographie

/X2 Xjj XH XjA
VX1 X, x3 XJ
et a I’homographie H2 correspond I'homologie harmonique

Xt X3 X122 Xid\
(Xh X, X3 XJ

qui transforment évidemment F, en elle-méme.

Rapportons de méme projectivement les courbes des systéemes
(2), (3) et (4) aux plans d’espaces S2, E3, S4 en faisant corres-
pondre a ces courbes respectivement les plans

AX)  )-2X2 |- M3X23 + XX = 0,
X3 -j- M2X32 + "3X33 -R ).4X3 =r O,
*iX,, - ) X& + A3X[3 + \iXé = 0.
Aux involutions If, I If, correspondent respectivement des

surfaces cubiques F2, Fs, F4, présentant chacune trois points
doubles biplanaires.

8. L’homographie H transforme I'involution If on If et
'involution If en If ; elle fait donc correspondre au systéme (1)
le systeme (2) et au systeme (3) le systeme (4). A cette homo-
graphie correspond donc une homographie K entre les espaces
Sj et Z2, faisant correspondre F2 & F15 et une homographie K'
entre les systemes S3 et Sit faisant correspondre F4 a F3

En représentant K par la matrice de ses coefficients et en
faisant de méme pour K—\ on a

/1 3 8 6\ 5 3 3 18\
11 3 3¢ 6 K= 8 3¢ 3 o
11 3¢ 3e 6! TT3 0 3% 3 g
\I 0 o -3/ 1 1 —3/

(P Etude élémentaire sur I'nomographie plane de période trois et
sur une surface cubique (Nouvelles Annales de Mathématiques, 1916,

pp. 49-61).
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En opérant K sur la surface F4, on trouve, pour équation de
la surface F2,

o XL X2XSi(X2 + bX2) -)- X24(X|t |- 3xf X2 |- 9X4) = 0,

A I’'homographie H3 correspond I’homographie

entre X¢ et S2, qui transforme également Fi{ en F2. Cette homo-
graphie est d’ailleurs le produit de K par I’'nomographie qui,
dans S2, correspond a H2

Aux homographies U4, U3, G4 correspond, dans S,, une méme
homographie de période trois

et en faisant le produit de K par cette homographie et par son
carré, on obtient d’autres homographies entre F! et F2 (et entre
£ ets).

Quant & I’homographie K", elle est donnée par

I o 0 18

9. A I'homographie H¢ correspondent de méme une homo-
graphie K, entre les espaces St et S3, et une homographie K,
entre les espaces S2 et S4. La premiére transforme Fi en F3 et
la seconde F2 en F,. On a

rl 3s 3e 6e\
1 3 3e2 Ge?
1 3e2 3 Gel
0 0 —3e/

On en déduit I’équation de la surface F3,

XL + XL + 3e(sXl -- GX¥)X3XL,
+ 3e2(X3 — 3eX3) (X3t - 3XH) X3 = 0.
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Enfin, & I’'homographie H2 correspond I’homographie

/1 3er  3el be
1B 3 6e
1 3s 3 6e

\e 0 0 — 3el

entre les espaces 2! et S4. L’équation de la surface P4 est

Xi + Xi, + 3e2(62X! + SXU)X42XE
+ 3e(XH — 3e2XU) (X« + 3Xu)Xm = 0.

Liege, le 14 janvier 1941,
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