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Note sur une surface algébrique de genres un,

par Lucien GODEAUX,
Professeur à l’Université de Liège.

Dans un travail récent (*), nous avons rencontré un espace dou
ble dont les sections planes sont des plans doubles de genres zéro 
et de bigenre un et dont la surface de diramation est une surface 
de genres un. Dans cette note, nous montrons que cette dernière 
surface est l’image d’une involution du second ordre appartenant 
à une surface de genres un et qu’elle est, d’autre part, birationnel- 
lement identique à une quadrique double.

1. Soit F une surface algébrique du sixième ordre ayant une 
droite double r et deux droites doubles tacnodales sit s2. Les 
droites s„ s2 s’appuient sur r en des points distincts et les tangentes 
tacnodales à F aux points de appartiennent au plan rslt les tan
gentes tacnodales aux points de s2 appartenant au plan rs2.

Les adjointes d’ordre deux à la surface F doivent passer par 
r, slt So et toucher les plans rst le long de s,, rs2 le long de s2. Il 
existe donc une seule.de ces adjointes, formée des plans rsi} rs2 
Cette adjointe ne rencontre pas la surface F en dehors des droites 
doubles ; la courbe canonique de F est donc d’ordre zéro et tous 
les genres de cette surface sont égaux à l’unité (pa-= P4 = l).

Rapportons la surface F à un tétraèdre choisi de telle sorte que 
les droites r, s{, s2 aient respectivement pour équations

Xi = x3 = 0 (r), x0 = x3 = 0 (SJ, Xi = x2 = 0 (s2), 

l’équation de la surface F s’écrivant

«0*0®! + dix\x\ + x\xitf2 (x0, x{, xv ,/3) = 0,

où <p, est le premier membre de l’équation d’une quadrique.
Les sections planes de la surface F étant de genre cinq, F est la 

projection d’une surface normale F', d’ordre huit, de l’espace S5,

l1) « Sur les variétés algébriques à trois dimensions dont les sections 
hyperplanes sont des surfaces de genre zéro et de bigenre un » (Bull, de 
l’Âcad. roy. de Belg., février 1933).
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à partir de deux de ses points. Pour ootenir la surface F', obser
vons que les surfaces cubiques passant par les droites r, su s2 en 
touchant le long de ces deux dernières droites respectivement les 
plans rsit rs2t ont pour équation

x2x3(‘k0x0 + \ Xi -f- \2x2 + \x3) + \a?x2 + \x\x3 = 0. (1)

Ces surfaces découpent, sur F, un système linéaire oo5, complet, 
de degré huit et de genre cinq, comprenant, pourX^Lj^O, le 
système des sections planes

Rapportons projectivement les surfaces (1) aux hyperplans d’un 
espace linéaire S5 à cinq dimensions, en posant

rp rp rp rp rp rp rp2 ,p rp rp2 » *3 rp ,p2 rp
«^l U/2 ^3 2*^3 •**'2 <* 3 «aq u/j

A la surface F correspond la surface F' d’équations

ao X? + a, X| + <p« (X0, X4, X„ X3) = 0, (1)

XS=X3X4, X j = X2 X5. (3)

La surface F est la projection de la surface F' à partir de ses 
deux points de rencontre avec la droite

X0=X1 = X2 = X3 = 0.

2. La surface F' est l’intersection de l'hyperquadrique (2) et de 
deux cônes quadratiques (3). Le premier de ces cônes a pour som
met le plan ro,

x„ = x3 = X4 = 0, (ro,)

le second le plan ro2
X, = X3 = X5 = 0. (ÜJ2)

Ces cônes sont donc formés chacun de x1 espaces linéaires à 
trois dimensions.

Un hyperplan passant par coupe le cône

X? = X3 X4 (4)

suivant deux espaces linéaires à trois dimensions. Chacun de ces 
espaces coupe l’hyperquadrique (2) et le cône

(5)\‘i = x2 x
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suivant une quartique elliptique. En particulier, les hyperplans

X2X3 -F 2XX0 —)— X4 = 0,

tangents au cône (4), touchent la surface F' suivant des quartiques 
elliptiques I\.

De même, les hyperplans

P*X2 + 2uX, X5 = 0,

tangents au cône(5), touchent la surface F' suivant des quartiques 
elliptiques f’2.

Le plan ra,, double pour le cône (n) rencontre F' en quatre points 
doubles coniques pour cette surface et par lesquels passent les 
courbes IY De même, le plan coupe F' suivant quatre points 
doubles coniques de cette surface, appartenant à toutes les 
courbes F2.

Les courbes F, forment deux faisceaux | r41, |F2| et deux 
courbes rt, T2 se rencontrent en deux points. Les courbes rt + T2 
forment un système linéaire | T, + F2| de genre trois, oc3. Les 
hyperquadriques

'^X4X5 + X3X2X4 + >|X3X5+XIX2X3 + 2U1X1X4+2X0L2X0X5 )
+ 2(/0)v3 + W) X0 Xj -)- 2X1LiX0X2 -F 2L2L3X1 X3 = 0 J

touchent la surface F' le long d’une courbe du système |r4 + r2|. 
Ces courbes passent par les huit points doubles coniques de F' 
situés dans les plans tn4, tn2. Par suite, la surface F' est l’image 
d’une involution d’ordre deux appartenant à une surface de 
genres un (*).

3. Les oo2 couples de points de F' communs aux courbes r4, T2 
forment une involution I2 possédant certainement une courbe unie 
et par suite rationnelle.

Aux courbes ri; T2 correspondent sur F les quartiques elliptiques 
découpées par les plans

x0 -f \x3 = 0, xi -F pa;2 = 0.

Les couples de l’involution I2 sont donc déterminés, sur la 
surface F, par les droites s’appuyant sur les droites s4. s2.

(*) « Mémoire sur les involutions appartenant à une surface de genres 
un b (Annales de l’Ecole norm, sup., 1914, 1919).



Aux courbes du système | r4 r21 correspondent, sur F, les 
courbes découpées par les quadriques

1 x0Xi + \x0x2 + \xvr3 -f- \3x2x3 = 0,

passant par les droites slt s2.
Rapportons projectivement ces quadriques aux plans de l’espace 

en posant
Vi = Jh = Jh^ = Ji_

X0 X± Xq X% îCj éZ/g .T 2 X%

à la surface F correspond birationnellement une quadrique double 
de support

ViVi - ViVa = o,

dont la courbe de diramation, du huitième ordre, est découpée 
par la surface

yl(a oiÿr + 0021/2 + «131/3 + (InVi)*
«0 01 l/l «oyl («iif/i H- 2 «12I/1I/2 “h "22//I) «iyl («ooÿi 4* 2 «03.1/i2/3~I~ «33Î/I)

y 4 [ «00«Il l/l ~j” ^//l(«00 «12//z “h «Il «031/3) “h “ //l- 10.3 «221/2 “h «12 «:2i,V3i 

+ «00 «22 l/î + «11 «331/1 + f «03 «12ÿ21/3 + «22 «33 2/5] = 0.

On a posé
<p2 = «00 4 + «n Æi 4- - - - - - h 2^ x2 ar3.

Liège, le 9 février 1933.
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