
Sur quelques variétés algébriques à trois dimensions 
ayant des surfaces canonique et pluricanoniques d’ordre zéro,

par Lucien GODEAUX, Correspondant de l’Académie.

On sait que si l’on considère une involution du 
second ordre appartenant à une surface F de genres un 
(p„ = P4 = 1), c’est-à-dire à une surface dont les courbes 
canonique et pluricanoniques sont d’ordre zéro, une sur
face $, image de l’involution, est de genres un (pa = P4 = l) 
si l’involution possède un nombre fini de points unis (et 
précisément huit points unis), ou de genres zéro et de 
bigenre un (po = P3 = 0, P2 = l) si l’involution est dépour
vue de points unis (*). Dans ce dernier cas, la surface 0 
est dépourvue de courbe canonique et de courbes pluri
canoniques d’indices impairs, mais elle possède des 
courbes pluricanoniques d’indices pairs, d’ordre zéro; c’est 
la surface d’Enriques. Si au contraire on considère une 
involution du second ordre appartenant à une variété 
algébrique à trois dimensions V, dont les surfaces cano
nique et pluricanoniques sont d’ordre zéro, une variété ü 
image de cette involution a toutes ses surfaces canonique 
et pluricanoniques d’ordre zéro si l’involution est dépour
vue de points unis; elle est au contraire dépourvue de

(P Le théorème est dû à MM. Enriques et Severi, qui l’ont publié 
dans leur « Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques » (Acta Mathema- 
tica, 1909, t. 33, pp. 283-392; t. 33, pp. 321-399). On trouvera la bibliographie 
relative à ces questions dans nos exposés : Les surfaces algébriques non 
rationnelles de genres arithmétique et géométrique nuis (Paris, Her
mann, 1934); Les involutions cycliques appartenant à une surface algé
brique (Paris, Hermann, 1935).

— 200 —



L. Godeaux. — Variétés algébriques à trois dimensions, etc.

surface canonique et de surfaces pluricanoniques d’indices 
impairs, mais possède des surfaces pluricanoniques d’in
dices pairs, d’ordre zéro, si l’involution possède un nom
bre fini de points unis ('). 11 y a là un résultat un peu 
inattendu : le passage de deux à trois dimensions renverse 
les conclusions.

On peut illustrer le résultat concernant les surfaces en 
considérant soit une surface du quatrième ordre lieu des 
couples de points conjugués par rapport à quatre qua- 
driques linéairement indépendantes (sans point commun), 
soit une surface du quatrième ordre lieu des couples de 
points conjugués par rapport à trois quadriques ayant huit 
points distincts en commun et à un système-nul. Dans ce 
travail, nous considérons de même les hypersurfaces du 
cinquième ordre d’un espace linéaire à quatre dimensions, 
lieu des couples de points conjugués par rapport à cinq 
hyperquadriques linéairement indépendantes ou par rap
port à quatre hyperquadriques et à un système-nul. Cela 
nous permet d’appliquer le théorème dont il a été question 
plus haut à vin cas concret et de construire des modèles 
projectifs de variétés et de surfaces algébriques qui ne 
sont peut-être pas dénués d’intérêt.

1. Considérons dans un espace linéaire S4 à quatre 
dimensions, quatre polarités linéairement indépendantes .
X aiKXiX'K — 0, Yibikxtx'h = 0, 2cikXiXK = 0, 'LdtkxixK = 0,) ^
(aik = aM, bik - bki, cik = cki, dik = dki; i,h — 0,1,2,3, 4). j

Nous supposerons que les hyperquadriques fondamen
tales des quatre polarités précédentes ont en commun seize 
points distincts.

Les points x, x satisfaisant aux équations (1) se corres
pondent dans une transformation birationnelle involu- 
trice T dont les propriétés s’établissent aisément. Aux (i)

(i) Sur les involutions du second ordre appartenant à certaines varié
tés algébriques à trois dimensions. (C. B., 2« sem., pp. 1169-1170.)
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hyperplans de S4 correspondent des variétés dn quatrième 
ordre passant par la surface d’équations

- aiox, 2 bl0Xi - CioXi S dmxt
S a(lXi ■
£ ai2xi

ai3Xi ■
S auXi £ duXi

Cette surface est d’ordre dix. Les éléments d’une même 
ligne de la matrice (2) satisfont à une même relation 
linéaire

2A S at0Xi + y2 £ bioxt + y3 S cwxt + y4 £ dwœt = 0,

y. 2 UuXi + y.,z bitXi + y3 2 citxt + y4 S di4aj4 = 0.

L’élimination des x entre ces cinq relations conduit à 
l’équation

ftOo2A "H ^Oo2/2 + Cooy3 -(- (^00^4
+ b(Ayï -f- Cojya + dMy4 

W02</i + ^022/2 + C02 2/3 + do2y4 
+ ^œy2 + c03y3 -|- do3y4 

ft(w2A d~ ^2/2 + c'o4 2/3 + d0,y4

rt4o2/i + bi0y2 + c40y3 -f- bmyt

= 0,

tt'a y 1 + b44 y 2 -f- c44y3 + duy4
qui représente une surface du cinquième ordre, biration- 
nellement identique à la surface (2). Celle-ci a donc les 
genres Pa = Pa = 4, p(1) = 6, P2 = 10, ... .

Les hypersurfaces du cinquième ordre, V, passant par 
la surface (2), ont pour équation

2 ltlx, S Xi2a?i S X43a?f S /.t4Xi
^ aioxt S aHXi • 2 ai4a?(
2 bi0Xi
- CiQxt
2 dfoXi - di4-«i

Elles forment un système linéaire |V|, de dimension 
vingt, transformé en lui-même par T. Ce système
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linéaire |V| contient deux systèmes linéaires partiels com
posés au moyen de l’involution I2 d’ordre deux engendrée 
par T : l’un, |V0| correspond au cas où l’on a Xk = \,', 
l’autre, |Vj|, correspond au cas où l’on a \ik + = 0.

Une hypersurface Y0 est le lieu des couples de points 
conjugués par rapport aux quatre polarités (1) et à une 
cinquième polarité

£ >HhXt Xk = 0 Qhk i)i
linéairement indépendante des précédentes. Le système 
partiel |V0| a donc la dimension dix.

Une hypersurface V4 est le lieu des couples des points 
conjugués par rapport aux polarités (1) et à un système- 
nul

£ \ikxtx'k = 0 (ktk + Xd = 0) ;
le système | Vj j a donc la dimension neuf.

La transformation T possède seize points unis qui sont 
les points communs aux hyperquadriques fondamentales 
des polarités (1). Les hypersurfaces V0 ne passent pas en 
général par ces points unis, mais les hypersurfaces Vx 
passent en général simplement par ces points. Sur une 
hypersurface V0, T détermine donc une involution d’ordre 
deux privée de points unis et, sur une hypersurface Vn 
une involution d’ordre deux ayant seize points unis.

Les variétés V ont des surfaces canonique et pluri- 
canoniques d’ordre zéro; elles ont donc les genres 
P =P2 = P3 = ... = 1. Elles ont, d’autre part, l’irrégularité 
superficielle nulle.

2. Considérons la variété de C. Segre représentant les 
couples de points ordonnés de l’espace S4. C’est une variété 
à huit dimensions, d’ordre septante, V870, appartenant à 
un espace linéaire S24 à vingt-quatre dimensions C1). Si 
nous posons

p Xik = XiX'k (i, k = 0,1, 2,3, 4),

(!) C. Segre, Sulle varietà che rappresentano le coppie di punti di due 
pianl o spazl. ÇRendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 1891, 
pp. 192-204.)
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les équations de la variété de Segre V870 s’obtiendront en 
exprimant que le déterminant

I | (i, h = 0,1,2, 3, 4)
est de caractéristique un.

A une section hyperplane de la variété V870 correspond, 
dans S4, 1 ensemble des couples de points conjugués dans 
une réciprocité. Par conséquent, l’ensemble des couples 
de points de l’involution I2 engendrée par T dans S4 est 
représenté par la section de Vs70 par les quatre hyperplans

-«(/{X4* = 0, S bikXik = 0, X cikXik — 0, ZdikXtk = 0. (3)

C’est donc une variété V470 appartenant à un espace 
linéaire S20 à vingt dimensions.

Au couple non ordonné de points x, x' correspondent 
sur V8‘° deux points X, X' représentant les couples de 
points ordonnés x, x' et x', x. On a

P Xj/c = Xw

et les points X, X' se correspondent dans une homographie 
harmonique T' pour laquelle la variété V870, les hyper- 
plans (3) et la variété V4'° sont invariants.

Les axes ponctuels de l’homographie T' de l’espace S24 
sont un espace S9 représenté par les équations

X« -t- x* = 0
et un espace S14, d’équations

x4* — xjA. = o.

Le premier de ces espaces appartient aux quatre 
hyperplans (3). Dans l’espace S2„ contenant V470, V donne 
donc une homographie harmonique ayant comme axes 
l’espace S9, que nous désignerons par a9, et un espace S10, 
que nous désignerons par <x10, appartenant à l’espace S14.

Aux hyperplans de S24 passant par cr9 correspondent les 
polarités de S4 et aux hyperplans passant par l’axe S14 de 
1 homographie T' correspondent les systèmes-nids de S4.
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A un couple de points de 1 involution I2 de S4 coi respon
dent deux points de V4'° homologues dans 1 homographie 
harmonique T7. Par conséquent, dans 1 espace S20, aux 
sections de V470 par les hyperplans passant par l’espace <r9 
correspondent les variétés Y0; aux sections de cette variété 
par les hyperplans contenant <y10 correspondent les
variétés V4. - 70

L’espace cr9 ne rencontre aucune des variétés V8‘°, V470, 
mais les espaces S14, ff10 rencontrent ces variétés. La 
variété commune à S14 et à V870 est représentée par les 
équations obtenues en exprimant que le déterminant 
symétrique

I x» | (X,* = xw)

est de caractéristique un. Cette variété, à quatre dimen
sions, est d’ordre seize 0). Il en résulte que 1 espace <t10 
rencontre la variété V470 en seize points, qui correspondent 
aux points unis de la transformation T.

3. L’homographie harmonique T engendre sur la 
variété de Segre Vs70 une involution du second ordre dont 
nous obtiendrons une image en rapportant projective- 
ment, aux hyperplans d’un espace linéaire S14, les hyper
plans de l’espace S24 passant par cr„, axe de T. Cela revient 
à poser

p Y ik = X„c + X*i,
c’est-à-dire

p Yilz = x,x'k + xkx’i = pY,rf.

L’élimination des x, x entre ces équations conduit aux 
équations de l’image en question, c’est-à-dire aux équa
tions que l’on obtient en exprimant que le déterminant 
symétrique

I Yik | (Yi;: = Yik ; i, h = 0,1, 2, 3, 4) (4) (i)

(i) C. Segre, Gli ordini delle varietà che annullano i determinanti dei 
diverti gradi estratti da una data matrice. (Rend. R. Accad. dei Lincei, 
2° sem., 1900, pp. 253-260.)
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est de caractéristique deux. Cette variété image est d’ordre 
trente-cinq et de dimension huit O; nous la désignerons 
par ü835.

Aux hyperplans (3) de S24 correspondent dans S14 quatre 
hyperplans ayant en commun un espace S10, coupant la 
variété ü8,a suivant une variété O,35 image de l’involution 
engendrée par T' sur V470 et par suite de l’involution ï2 
engendrée par T dans l’espace S4.

Aux variétés V0 de S4 correspondent les sections hvper- 
planes de ü435 dans S10; désignons par Q0 ces sections 
hyperplanes. Nous allons démontrer que, comme les 
variétés V„, les variétés Q0 ont des surfaces canonique et 
pluricanoniques d’ordre zéro.

Considérons une variété V„ déterminée, soit V„, ne
passant par aucun des points unis de T, et soit Q„ la variété 
qui lui correspond sur ü435. Désignons par F les surfaces 
découpées par les variétés V sur V0. Le système linéaire 
|F|, oo19, est transformé en lui-même par T et contient 
deux systèmes linéaires partiels composés au moyen de 
1 involution I2 engendrée par T. L’un, |F0|, est formé des 
surfaces F découpées par les variétés V0; l’autre, |F,|, des 
surfaces F découpées par les variétés V4. Ces deux systèmes 
ont la même dimension neuf.

La variété V0 ayant des surfaces canonique et pluri
canoniques d’ordre zéro, |F[ est son propre adjoint et, sur 
une surface F0 déterminée, soit F0, le système canonique 
est découpé par les surfaces F. Ce système est d’ailleurs 
complet, puisque V0 est d’irrégularité superficielle nulle. 
Ce système canonique contient deux systèmes linéaires 
partiels composés au moyen de l’involution ï2; l’un, |C„|, 
est découpé par les surfaces F0 et est de dimension huit; 
l’autre, |C41, est découpé par les surfaces F4 et a la dimen
sion neuf. Soient <ï>0 la surface de ü„ homologue de la sur

t1) C. Segre, Gli ordini... (loc. cit.).
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face F0; F0 les courbes qui correspondent sur 00 aux 
courbes C0. Nous avons démontré 0) que si une surface 
contient une involution cyclique privée de points unis, le 
système canonique de la surface image de 1 involution a 
pour homologue, sur la surface support de 1 involution, le 
système de dimension minimum formé de courbes cano
niques et composé au moyen de l’involution. Appliquant 
ce théorème à la surface F„, on voit que le système cano
nique de la surface •Fo est | To | - Or, le système |rol est 
découpé sur la surface $0 par les suri aces $0 qui corres
pondent, sur Qo, aux surfaces F0 de Vo.J’ar conséquent, le 
système | <I>01 est son propre adjoint et 00, et par suite les 
variétés Q„, ont des surfaces canonique et pluricanoniques 
d’ordre nul.

La variété ü435 de S10 a donc comme sections hyper- 
planes des variétés Ü0 de genres P„ = P2 = P* = '“ = 1*

Se donner une variété V0 revient à se donner une pola
rité de S4 linéairement indépendante des polarités (1) et 
à cette polarité correspond un hyperplan de S10. En tenant 
compte des équations de ces cinq polarités, on peut expri
mer les Yki en fonctions linéaires de dix quantités homo
gènes y0, ylt y9. On en conclut que

Les équations obtenues en exprimant que le détermi
nant symétrique

I fik (2/0» yii 2/9) I (*• ^ = 'F

est de caractéristique deux, les fonctions cpik étant linéaires 
et homogènes (cpik = cpkl), représentent une variété algé
brique à trois dimensions dont les surfaces canonique et 
pluricanoniques sont d’ordre zéro. 1

(1) Sur les involutions cycliques dépourvues de points unis apparte
nant à une surface algébrique régulière. (Bull, de l'Acad. roy de Belgi
que, Cl. des Sc„ 1932, pp. 672-679.)
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i. Sur une variété V„, le système |F| découpé par les 
variétés V est son propre adjoint et est, d’autre part, com
plet. Une surface F a donc les genres pa = pj—19. Le sys
tème | Vj est de degré 70, égal à l’ordre de la variété V.,70; 
par suite le genre linéaire des surfaces F est p(1) = 7l.

Sur une variété ü0, le système |$0| des sections hyper- 
planes est son propre adjoint; donc les genres d’une sur
face $0 sont pa = pg = 9. Comme Q0 est d’ordre trente-cinq, 
le genre linéaire des surfaces <I>0 est p(1) = 36. Ces valeurs 
des genres de la surface $0 sont d’ailleurs également four
nies par les relations que nous avons étaldies dans nos 
recherches sur les involutions (7).

Considérons une surface F0 intersection de deux varié
tés V0 et soit $0 la surface qui lui correspond sur G,35. 
$o représente une involution du second ordre, privée de 
points unis, appartenant à F0. Par conséquent, d’après un 
théorème que nous avons établi (2), $0 a le diviseur de 
Severi <7 = 2. Nous pouvons donc énoncer le théorème 
suivant :

Les équations obtenues en exprimant que le détermi
nant symétrique

I <?tk (yo,yi,-, y*) I

est de caractéristique deux, les fonctions çjk étant linéaires 
et homogènes (çik = <pkl), représentent dans un espace S8 
une surface algébrique de genres pa = pg = 9, p(1) = 36, de 
diviseur a = 2, dont les sections hyperplanes sont les 
courbes canoniques.

5. Nous allons maintenant nous occuper des points 
multiples de la variété ü435 qui correspondent aux points

t1) Mémoire sur les surfaces algébriques doubles ayant un nombre 
fini de points de diramation. (Annales de la Faculté des Sciences de 
Toulouse, 1914, pp. 289-312.)

(2) Sur certaines surfaces de diviseur supérieur à l’unité. (Bull, de 
l’Acad. des Sc. de Cracovie, 1914, pp. 362-368.)
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unis de la transformation T. Pour abréger l’écriture, nous 
représenterons par Q cette variété ü435.

Reprenons la variété V470 de S20 et soit P un point com
mun à cette variété et à l’axe <t10 de l’homographie T'. 
Puisque V470 est transformée en elle-même par T', 
l’espace S4 tangent à cette variété en P coupe l’axe u9 de T' 
suivant un espace S3. Les hyperplans passant par cr9 et par 
P coupent donc V470 suivant des variétés à trois dimensions 
ayant un point double en P. Quatre variétés analogues ont 
donc seize points d’intersection absorbés en P et les 
variétés en question forment un système linéaire de degré 
effectif 70 — 16 = 54. A ce système correspond sur Q le 
système des sections faites par les hyperplans passant par 
le point P' homologue de P; ce système a le degré 27 et 
par suite le point P' est multiple d’ordre huit pour Q.

D’autre part, les hyperplans de S10 passant par P' corres
pondent projectivement aux cônes du second ordre de 
sommet P appartenant à l’espace S4 tangent à V470 en P. 
Par suite, si l’on coupe par un hyperplan ne passant pas 
par P' le cône tangent à Q en ce point, on obtient une 
variété du huitième ordre, à trois dimensions, que l’on 
peut également obtenir en rapportant projectivement les 
espaces S8 de cet hyperplan aux quadriques d’un espace 
ordinaire.

De tout ceci, on conclut que :
La variété ü, image de Vinvolution I2 engendrée par T 

dans l’espace S4, possède seize points octuples qui sont les 
points de diramation de la correspondance (1, 2) existant 
entre ü et l’espace S4.

La variété Q435, de SX4, possède une variété multiple 
d’ordre huit, à quatre dimensions, d’ordre seize.

Observons qu’en un point uni de T' on a
Xi/t = Xw, pY ik = 2 X4A- ;

par conséquent, pour le point correspondant de ü835, le 
déterminant (4) est de caractéristique un. On obtient ainsi
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les équations de la variété V41S multiple d’ordre huit de la 
variété Ü835.

(>. Appelons Qx les variétés qui correspondent, sur Q, 
aux variétés Vx de S4

Observons qu’un point de diramation de Q est équiva
lent, par rapport aux transformations birationnelles à une 
variété rationnelle à trois dimensions. Désignons par 
To Y2> Ti« *es seize variétés correspondent aux seize 
points de diramation. D’après la théorie des involutions, 
nous avons, sur 0, la relation fonctionnelle

2Q0=2Q4 + Ti + y2 + ••• + y16.

Pour obtenir une représentation analytique des varié
tés ü1; observons qu’une hypersurface Vx de S4 provient 
d’un système-nul

2 lik (,x,x'k — xKx't) 0 (i < h).

Élevons le premier membre de cette relation au carré et 
tenons compte des valeurs des Yifc; nous obtenons la 
relation

2 WwfYjftY,*— YiJYKk) = 0 {i,j,k,h = 0,1,2,3,4). (5)

C est une hyperquadrique de S14 passant par la variété 
V4 multiple d ordre huit pour la variété ù835, tangente à 
cette dernière variété en tout point d’intersection.

La section de la variété (5) par les hyperplans

Y aikYih = 0, Y /)ikYil; ^ 0, Y cikYik = 0, Y dikYik = 0 (6)

donne, dans Si0, une hyperquadrique passant par les seize 
points multiples d’ordre huit de ü et touchant cette der
nière variété en tout point d’intersection. Les variétés de 
contact sont précisément les variétés ü4.

Cherchons les genres d’une variété ü4. Considérons une 
variété V4 et soit la variété correspondante sur 0. Les 
variétés V découpent, sur Vx, un système de surfaces
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[F/|, oc19, qui est son propre adjoint et est transformé en 
lui-même par T. Dans |Fr|, il existe deux systèmes 
linéaires partiels composés au moyen de l’involution I2 : 
l’un, |Fq |, est découpé par les variétés V0 et a la dimen
sion dix; l’autre, |F/ |, est découpé par les hypersurfaces Vx 
et a la dimension huit. Considérons une surface F0 et
soit <ï>ô la surface qui lui correspond sur Ùt. La surface FJ, 
ne contient pas en général de points unis de 1 involu
tion I2. D’après notre théorème déjà invoqué plus haut O, 
au système canonique de correspond sur Fn le système 
formé de courbes canoniques de cette surface, composé 
au moyen de l’involution L et ayant la dimension mini
mum. Or, le système canonique de F,' est découpé sur 
cette surface par les variétés V; il existe dans ce système 
deux systèmes linéaires partiels composés au moyen de I2 : 
l’un, de dimension neuf, est découpé par les variétés V„; 
l’autre, de dimension huit, est découpé par les variétés Vt. 
On en conclut que, sur Q1; l’adjoint du système |$0 | est 
le système formé par les surfaces <I),1 qui correspondent 
aux surfaces F J. Par conséquent, la variété Qi ne pos
sède pas de surface canonique et est de genre géomé
trique P„ = 0.

Considérons maintenant une surface FJ et la surface <ï> i 
qui lui correspond sur Qj. L’involution déterminée par 1 
sur FJ possède seize points unis. Au système canonique 
de $ J correspond sur FJ celui des systèmes linéaires for
més de courbes canoniques, composés au moyen de l’in
volution I2, qui n’a pas pour points-base les points unis 
de cette involution (2). Il en résulte que l’adjoint de |$/|

est le système | <!>,',[.
Le biadjoint de |3\J | est par conséquent | lui-même 1

(1) Sur les involutions cycliques... (toc. dt.).
(2) Mémoire sur les surfaces... (loc. cit.).
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et par suite la variété a une surface bicanonique d’ordre 
zéro. On en conclut, plus généralement, que

Les variétés ü4 sont dépourvues de surface canonique et 
de surfaces pluricanoniques d'indices impairs, mais elles 
possèdent des surfaces pluricanoniques d’indices pairs, 
d’ordre zéro (Pg = P3 = P5 = ... = 0, P2 = P4 = ... = 1).

7. La construction des variétés 0 et Ü0 peut se présenter 
sous un aspect légèrement différent.

Les hyperquadriques de S4 sont en nombre oo14. Rap
portons projectivement les systèmes linéaires oo13 d’hyper- 
quadriques aux hyperplans d’un espace linéaire S14 à 
quatorze dimensions. Cela revient, à une homographie 
près, à faire correspondre un point Y, de coordonnées 
Y«ï = Yfci (i, k = 0, 1, 2, 3, 4) de S14, à I’hyperquadrique 
d’équation

S YikXiXk = 0.

Aux hyperquadriques une fois spécialisées correspon
dent les points de la variété V135 d’équation

I y4*|=o.

Aux hyperquadriques deux fois spécialisées correspon
dent les points de la variété V1415 dont les équations 
s’obtiennent en écrivant que le déterminant |Yjft| est de 
caractéristique trois.

Aux hyperquadriques trois fois spécialisées, c’est-à-dire 
décomposées en deux hyperplans, correspondent les points 
de la variété V835 dont les équations s’obtiennent en expri
mant que le déterminant |Y(t| est de caractéristique deux. 
En comparant ces équations à celles qui ont été trouvées 
plus haut, on voit que

La variété Q représente les hyperquadriques de S4 dégé
nérées en deux hyperplans, appartenant à un système 
linéaire de dimension dix. Une variété ü0 représente les 
hyperquadriques dégénérées appartenant à un système
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linéaire de dimension neuf. Une surface $0 représente les 
hyperquadriques dégénérées appartenant à un système 
linéaire de dimension huit.

Les points multiples d’ordre huit de û correspondent à 
des hyperquadriques dégénérées en deux hyperplans con
fondus.

8. Reprenons le problème sous son aspect primitif et 
rapportons projectivement les hypersurfaces V4aux hyper- 
plans d’un espace linéaire S9 à neuf dimensions. Nous 
obtenons ainsi une variété ù', à quatre dimensions, qui 
est une image de l’involution I2 engendrée dans S4 par T. 
On obtient d’ailleurs Q', à une homographie près, en pro
jetant la variété V470 à partir de <t10 sur <t„.

Le système |V| est de degré 70; le système jV41 a comme 
points-base les seize points unis de I2; il est donc de degré 
effectif 54. Il en résulte que la variété û' est d’ordre 
vingt-sept.

Une hypersurface V4 provenant d’un système-nul de S4, 

£ \k (xtx'k — xKx'i) = 0 (i < k; i, k = 0,1, 2, 3, 4), 

on est conduit à poser, pour obtenir les équations de û',

pZik = XiX'k — xkx’t [i < k), (7)

les Zik étant les coordonnées de l’espace S„ contenant 0'. 
Et les équations de cette variété s’obtiendront en élimi
nant les x, x' entre les équations précédentes et les 
équations (*).

Les quantités Zik ne sont autres que les coordonnées 
srrassmanniennes de la droite xx de S4. La variété Qx est 
donc tracée sur la variété grassmannienne WG5 représen
tant dans S9 les droites de S4 0). En tenant compte de la

(!) Berïini, IntrocLuzione alla geometria proiettiva degli iperspazl. 
(Piza, Spoerri, 1907.) Voir pp. 39 et suiv.
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signification des points x, x' dans les équations (7), on 
peut dire que

La variété Q' représente les droites joignant les couples 
de points homologues dans la transformation T.

On sait que la variété de Grassmann W65 appartient à 
trois hyperquadriques linéairement indépendantes 0) dont 
les équations figureront parmi celles de la variété Q\ Les 
autres équations de cette variété peuvent s’obtenir de la 
manière suivante :

Écrivons les équations des hyperquadriques fondamen
tales des polarités (1) sous la forme

a% = 0, b% = 0, 4 = 0. (4 = 0; (8)

ces hyperquadriques déterminent un système linéaire |Q| 
de dimension trois. Si x, x' sont deux points d’un groupe 
de I2, les oq2 hyperquadriques de |Q| passant par x tou
chent la droite xx en ce point et par conséquent il y a oc1 
hyperquadriques Q contenant cette droite. Inversement, 
si une droite appartient à oc1 hyperquadriques de |Q|, elle 
contient un groupe de I2. La variété 1)' représente donc 
les droites de S4 appartenant à oc1 hyperquadriques d’un 
système linéaire triplement infini |Q|.

Si une droite appartient à oc1 hyperquadriques de |Qj, 
les quatre groupes de deux points découpés sur cette 
droite par les quatre hyperquadriques (8) appartiennent à 
une même involution, et réciproquement.

Cela étant, soient y, z deux points de S4; tout point de 
la droite yz est donné par Ày + jxz. Les couples de points 
de rencontre de la droite yz avec les hyperquadriques (8) 
sont donnés par

b2 n'y -f 2 \g.ayaz + \i?a\ = 0,

X24 -)- 2\gdydz + g2di = 0.

(l) Bertini, loc. cil.
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Pour que ces quatre couples appartiennent à une même 
involution, on doit avoir

a% uvaz a%
b\ bybZ bl
4 Cy CZ 4
d\ dydz d\

Cette matrice possède la propriété de ne pas être altérée 
lorsque l’on substitue à y, z des quantités X'y-fp/z, 
X"y + p."z, indépendantes. On peut donc dire qu’elle repré
sente le lieu de droites en question. D’ailleurs, si l’on 
développe les déterminants obtenus en supprimant une 
ligne de la matrice (9), on obtient une forme cubique 
en Zik; il en résulte que la variété Q' appartient à quatre 
hypersurfaces cubiques V83 de S9.

Observons, en passant, que si l’on fixe le point y et si 
l’on fait varier le point z dans un hyperplan ne passant pas 
par y (on peut, par exemple, supposer y4^= 0 et z4 = 0), on 
obtient une courbe d’ordre sept, lieu du point z. Les 
droites appartenant à oo1 hyperquadriques du système |Q|, 
passant par un point, engendrent donc un cône (à deux 
dimensions) du septième ordre.

De ce qui précède, nous pouvons conclure que
Le lieu des droites de l’espace S4 appartenant à un com

plexe linéaire et à oo1 hyperquadriques d’un système 
linéaire triplement infini est une variété algébrique à 
trois dimensions ü/, dépourvue de surface canonique et 
de surfaces pluricanoniques d’indices impairs, mais possé
dant des surfaces pluricanoniques d’indices pairs, d’ordre 
zéro.

Si, dans les équations (9), on suppose y4 = 0, z4 = 0, on 
obtient les équations de la congruence des rayons princi
paux de Reve, dont l’image est une surface de genres zéro
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et de bigenre un (pa=P3 = 0, Pa=l) 0). Les couples de 
points de I2 appartenant à un hyperplan, ont donc pour 
image sur Q' les points d’une surface de genres zéro et de 
bigenre un. Il y a donc oc4 de ces surfaces sur la variété Q'. 
Deux droites de S4 déterminant un hyperplan, on voit que

La variété ü' contient oc4 surfaces de genres zéro et de 
bigenre un, une de ces surfaces passant par deux points 
de la variété.

9. Désignons par P un des points unis de l’involution I2 
dans S4, c’est-à-dire un des points communs aux hyper- 
quadriques (8). Soit p une droite passant par P; les varié
tés \1 tangentes à la droite p au point P forment un sys
tème linéaire oc8 auquel correspond, dans S9, une gerbe 
d’hyperplans dont le sommet P' appartient à Q'. Ce 
point P' correspond au point infiniment voisin de P sur 
la droite p, point qui est uni pour l’involution I2.

Lorsque la droite p varie, le point P' varie et décrit une 
variété rationnelle à trois dimensions image, sur la 
variété Q', du domaine du premier ordre de P.

Observons d’ailleurs que toute droite p, passant par P, 
appartient au système de droites d’équations (9).

Trois variétés Vt ont en commun une courbe ayant un 
point simple en P; par conséquent un espace S6 de S9 
coupe la variété image du domaine du premier ordre de P 
sur Q' en un seul point. Cette variété est donc un espace 
linéaire S3.

La variété Ü' contient seize espaces linéaires à trois 
dimensions correspondant aux domaines du premier ordre 
des seize points unis de Vinvolution I2 de S4.

Les variétés Q/ contiennent donc chacune seize plans.

10. Occupons-nous enfin des surfaces <D,, sections de 
la variété par des espaces S7 de S9.

(») Voir Fano, Superficie algebriche di genere zero e bigenere uno, e 
loro casi particolari. (Rend, del Circolo Materri. di Palermo. 1010, t. XXIX, 
pp. 98-118.)
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Deux variétés Vj ont en commun une surface F/ sur 
laquelle T engendre une involution I2 ayant seize points 
unis et dont l’image est une surface

La surface F/ a les genres p„ = p5 = 19, p(1) = 71. D'après 
une formule connue 0), les genres u0=ufl et Tt(1) de la sur
face sont donnés par les relations

12 (pa + 1) = 2.12 (ti0 + 1) - 3.16,
p^ —1 = 2 (it*1) — 1) ;

d’où 7Ia = 7tB=ll, u(1) = 36.
Les droites de S4 appartenant à deux complexes linéaires 

et à oo1 hyperquadriques d’un système linéaire triplement 
infini forment une variété algébrique à deux dimensions 
de genres pa=pg=ll, p(1) = 36.

Quant aux surfaces $0', il résulte de ce que nous avons 
vu qu’elles ont les genres pa = fl = 10, p(1) = 36. Les courbes 
canoniques de ces surfaces en sont les sections hyper- 
planes.

11. Revenons, pour terminer, aux variétés 0/ qui cor
respondent, sur Q', aux hypersurfaces V0.

Une hypersurface V0 est le lieu des couples de points 
conjugués par rapport à cinq hyperquadriques linéaire
ment indépendantes, sans points communs,

a% = 0, b% = 0, c*. = 0, d% = 0, f% = 0.

Ces hyperquadriques déterminent un système linéaire 
|Q'| de dimension quatre. Considérons un couple xx' 
répondant à la question. Les oo3 hyperquadriques Q' pas
sant par le point x sont tangentes à la droite xx' en ce 
point; il y en a donc oo2 qui contiennent cette droite. 
Inversement, soit p une droite appartenant à oo2 hyper
quadriques Q'; il existe sur p un seul couple de points 
conjugués par rapport aux hyperquadriques de |Q'|. En 
reprenant le raisonnement fait plus haut, on voit que le (i)

(i) Mémoire sur les surfaces... (loc. cit.).
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lieu des droites xx' peut être représenté par les équations

a\ ayaz ai

b\ l)yb z 4

4 C'y CZ 4

d\ dydZ di

n fyfz n

On en conclut que
Les droites de S4 joignant les couples de points conju

gués par rapport à cinq hyperquadriques linéairement 
indépendantes, sans point commun, forment une variété à 
trois dimensions possédant des surfaces canonique et 
pluricanoniques d’ordre zéro.

Observons que par un point de S4 passe un nombre fini 
de droites satisfaisant aux équations (10). Pour déterminer 
ce nombre, supposons le point y fixe et le point z dans 
un hyperplan ne passant pas par y. Cela revient à sup
poser y4^0 et à poser z4 = 0.

Dans l’hyperplan z4 = 0, considérons les z comme les 
coordonnées courantes.

Les déterminants tirés des deux premières lignes de la 
matrice (10) s’annulent pour les points d’une conique y2. 
Les déterminants à neuf éléments tirés de la matrice (10) 
et contenant les deux premières lignes, égalés à zéro, 
représentent trois surfaces cubiques passant par la 
conique y2. Deux de ces surfaces ont en commun, en 
dehors de y2, une courbe du septième ordre s’appuyant en 
six points sur la conique y2. Par conséquent, les trois sur
faces cubiques en question ont quinze points communs en 
dehors de la conique y2. Donc, par un point de S4 passent 
quinze droites de la variété représentée par les équa
tions (10).

Liège, le 28 février 1937.
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