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par Lucien GODEAUX, Correspondant de l’Académie.

L’élude de certaines transformations birationnelles involu- 
tives de l’espace (*) nous a conduit à considérer deux variétés 
algébriques à trois dimensions, l’une d’ordre 10, appartenant 
à un espace linéaire S9 à neuf dimensions, l’autre d’ordre dix, 
appartenant à un espace linéaire S6 à six dimensions, dont les 
sections byperplanes sont des surfaces de genres zéro et de 
bigenre un (pa=p0=O, P6= 1). Ces deux variétés contien
nent chacune un système linéaire de surface de genres un 
(pa = P4=l). Nous nous sommes demandé si l’existence de 
ce système de surfaces de genres un était une propriété de 
toute variété dont les sections hyperplanes sont des surfaces 
de genre zéro et de bigenre un. La réponse est affirmative et 
nous établissons précisément le théorème suivant :

Toute variété algébrique normale à trois dimensions, non 
conique, dont les sections hyperplanes sont des surfaces de 
genres zéro et de bigenre UH(pa=pg=0, P6=l) contient un 
système linéaire de surfaces de genres un (pa = P4 = 1) dont la 
dimension augmentée d’une unité est égale à la dimension 
de l'espace ambiant.

Pour les propriétés des surfaces de genres zéro et de bigenre 
un qui nous sont nécessaires ici, nous renvoyons aux mémoires 
de MM. Enriques (2) et Fano (3).

t1) Sur une variété algébrique représentant les couples de points 
inverses de l’espace... (Bull, de l’Acad. roy. de Belgique, 1930, pp. 907-922).

(2) Sopra le superficie algebriche di bigenere uno (Mem.. della B. Soc. 
ital. delle Scienze, 1906).

(3) Superficie algebriche di genere zero e bigenere uno, e loro casi 
particolari (Bend, del Circolo Matem. di Palermo, 1910, t. XXIX).

— 134 —



L. Godeaux. — Sur les variétés algébriques, etc.

1. Soit Vif ~2 une variété algébrique à trois dimensions, non 
conique, d’ordre 2k —2, appartenant à un espace linéaire Sk 
à u dimensions, dont les sections hyperplanes sont des sur
faces F de genres zéro et de bigenre un (pa=pa = 0, P6 = 1). 
Les espaces S^_2 à -—2 dimensions de SK coupent donc la 
variété V2*-2 suivant des courbes G de genre

Supposons tout d’abord k^ 5. Sur une section hyperplane F 
de Vif-2 il existe un système |C'j de courbes de genre k, 
qo 71-1, adjoint au système |C| des courbes découpées sur F par 
les espaces STC_2 de l’hyperplan considéré. On sait que |C| est 
à son tour l’adjoint de |C'| et qu’une courbe C' ne peut con
tenir une courbe G ou faire partie d’une courbe G. Les courbes 
G sont d’ordre 2k — 2.

Considérons un espace S^_2 coupant la variété Vf*-2 suivant 
une courbe G irréductible. Soient a cet espace et Ga cette 
courbe. Fixons arbitrairement k—1 points P1; P2,..., Pw_j sur 
la courbe Ca. Sur la surface F. section de Vif-2 par un hyper- 
plan Ç passant par a se trouve une courbe G' et une seule passant 
par les points P,, P2, ...,Pn_j et rencontrant encore Ca en k— 1 
autres points fixes qui. avec les k — 1 premiers, forment un 
groupe canonique de C,. Lorsque l’hyperplan ; décrit le fais
ceau d’axe a, la courbe G' décrit une surface <ï> et les qo 1 
courbes G' ainsi obtenues passent par le même groupe cano
nique de Ca.

Une des qo 1 courbes C' considérées ne peut contenir Ca, car 
la surface F la contenant serait de genre géométrique 
Or, les surfaces F peuvent tout au plus acquérir des points 
multiples et le genre géométrique ne peut augmenter. Il en 
résulte que la surface ne peut rencontrer Ga en dehors du 
groupe canonique déterminé par P,, P2, ..., Px_r La surface <t> 
ne peut par suite avoir que 2k — 2 points communs avec 
l’espace a. Gonsidérons un espace S„._2 coupant a suivant un 
espace S__3 ne contenant pas un des 2k—2 points précédents. 
Get espace S„_2 appartient à un hyperplan £ passant par a et
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rencontre donc la surface <1> en —2 points. Cette surface 
est par conséquent d’ordre 2tt—2.

D’après sa construction, la surface <t> ne peut appartenir à 
un hyperplan. Cette surface contient un faisceau de sections 
hyperplanes C' de genre n. D’autre part, une courbe d’ordre 
27t — 2 de STC_, a le genre au plus égal à 7t. Donc les sections 
hyperplanes de <I> sont des courbes de genre 7t. Il en résulte 
que la surface d> est de genres un (pa = P4 = l). D’ailleurs, la 
courbe C, coupant les courbes C' suivant des groupes cano
niques de ces courbes, le système des sections hyperplanes 
de <I> est son propre adjoint.

La surface d> appartient à un système linéaire |d>| de dimen
sion au moins égale à tt — I, puisque les points Pl5 P2, ..., 
P^_j peuvent être choisis sur C„ de oox_1 manières. D’autre 
part, une surface d> ne peut contenir la courbe Ca; donc la 
dimension de |<ï>| ne peut être supérieure à tt— 1.

Les surfaces du système <t> découpent sur une surface F con
tenant C* et par suite sur toute surface F, le système |C'| 
adjoint à |C|. *

Sur une surface <I>, les autres surfaces du système ]d>| décou
pent ao 71-2 courbes T. Rapportons projectivement les surfaces 
d> aux hyperplans d’un espace linéaire STC_r A la variété Vg7'—'2 
correspond birationnellement une variété (simple ou multiple) 
V3, à sections hyperplanes de genres un, normale puisque |d>| 
est complet. Cette variété est donc d’ordre 2- — 2 et les cour
bes T sont donc de genre tt —2. Le système |d>| a le 
degré 2tt — 6.

On sait que, sur une surface F, on a 

| 2C | - | 2(7 |.

Par suite, puisque deux surfaces 2F, 2<1> découpent, sur les
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surfaces F d’un système linéaire go 4 au moins, des courbes 
équivalentes, on a (4)

| 2F | = | 2‘I> |.

2. Supposons ti= 4. Les sections hyperplanes de la 
variété V| sont des surfaces passant doublement par les arêtes 
d’un tétraèdre (2). La variété possède donc une surface double 
du sixième ordre, rencontrée par chaque hyperplan suivant six 
droites formant les arêtes d’un tétraèdre. Cette surface est 
nécessairement formée des six plans projetant d’un point les 
arêtes d’un tétraèdre situé dans un espace S3 ne passant pas 
par ce point.

Si le centre de projection est le point O0 (1,0,0,0,0), la 
variété V3 a pour équation

<f2(x2X3X4, X3X4X4, X4X4X2, X1X2X3)

+ x,x2x3x4 [a-J + x0 fi (a-,, x2, r3, æ4) + f2(xt, x2, x3, a-4)] = 0,
(I)

où cp2, /j, f2 désignent des polynômes à quatre variables homo
gènes dont le degré est indiqué par l’indice. Les six plans 
doubles sont représentés par deux des équations

x4 = 0, xz = 0, x3 = 0, x4 = 0.

Les hypersurfaces cubiques passant par ces six plans doubles 
sont des cônes de sommet O0. L’intersection de ces cônes

\ x2x3x4 + )>i x3x4Xi + A 2 x4XiX2 + a3 x4x2x3 = 0 (2)

avec se compose des six plans doubles et de oc3 surfaces (b, 
d’ordre six.

t1) Dans son mémoire « Fondamenti par la geometria suite varieta 
algebriche » (Rend, del Circolo Math, di Palermo, 2e sem. 1909), M. Severi 
établit que le genre arithmétique d’une surface formée de deux surfaces 
de genres arithmétiques p‘a, /A'. se coupant suivant une courbe de 
genre tî, est 1-^. Cette relation est vérifiée dans le cas
actuel. Le genre arithmétique de |2F| est égal à-,

(2) Enriqdes, loc. cit.
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Considérons une section hyperplane F de la variété V§. Les 
cônes cubiques (2) découpent, sur la surface F, les courbes C' 
d’ordre six et de genre quatre, adjointes aux sections planes C 
de cette surface. Il en résulte que les surfaces <f> sont des sur
faces de genres un. Elles forment un système linéaire triple
ment infini, de degré quatre, et les courbes communes à deux 
de ces surfaces sont de genre deux. On a encore, comme on le 
voit immédiatement,

I 2 F | = | 2 <I> |.

3. Supposons enfin -=3. La variété Vj est cette fois un 
espace double à trois dimensions possédant une surface de 
diramation A.

Les sections hyperplanes de la variété V3 sont celte fois des 
plans doubles F, de genres zéro et de bigenre un. On sait 
qu’un tel plan double a une courbe de diramation du huitième 
ordre formée de deux droites m', n' et d’une courbe du sixième 
ordre ayant un point double en ?n\ n' et deux lacnodes M, N 
situés l’un sur m', l’autre sur n', les tangentes tacnodales 
étant m,', n' (*). Les- courbes C sont actuellement des droites 
doubles de genre trois.

La surface de diramation A se compose donc du lieu des 
droites m', n et du lieu de celte courbe du sixième ordre. Le 
lieu de m' est un plan ;jl, le lieu de 11' est un plan v, le lieu de 
la courbe du sixième ordre une surface A,' ayant comme droite 
double la droite uv. De plus, le lieu du point M est une 
droite m du plan p, double tacnodale pour A', les tangentes 
tacnodales appartenant au plan p. De même, le lieu du point 
N est une droite n de v, double (acnodale pour Ag, les tan
gentes tacnodales appartenant à ce plan v.

Deux cas peuvent se présenter suivant que les droites m, n, 
sont gauches ou non :

Si les droites m, n sont gauches, soient x2 — 0 l’équation (i)

(i) Enriques, loc. cit.
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du plan p; x3 = 0 celle de v; xi = x2 = 0 les équations de 
la droite m; x0 — x3 — 0 celles de la droite n. La surface A' 
a pour équation

a„ x40xl -f a30.i\3'2x3 -f a., x*0xlx2x3 + r3 x0x'lx2x3 + a4 xjxl 
+ x2.r3 [è0 x30x2 + xlXioi^Xt, x3) + x0x\ frOr^av,) + bla fo]
+ x2x3[x20x3tx[(x,, x3) + x^y^x,, x,) + 3~x2$[(x2, æ3)J 
+ a-2Æ3[4j-2a2(a"2.^) + xlx3^2(x2.x,i) + x2x^'2(x2x3)] = 0,

oii alt jîj, aj, y2,... sont des polynômes homogènes en x2, x3 
dont le degré est indiqué par l’indice.

Si les droites m, n sont concourantes, soit (1, 0, 0, 0) leur 
point commun, x2 = 0, x3 = 0 les équations des plans p, v 
et xt = 0 l’équation du plan mn. La surface Ag a maintenant 
pour équation

xlx^x3 + 4a-2ir3[«a-2a-3 + xix,, r3)]
-j- x0x2x3 (ay, ay, x3) -f- ay a2(ay,ay, ay)]
~f~ tr^ix» ay) -j- ayayay '-fi (ay,ayayay ^y)
+ ®iiri®|^1(a:2)fl’3) + a|af y2(ay,ay) = 0,

où cai, (3j, ... y2 sont polynômes dont le degré est indiqué par 
l’indice.

Dans les deux cas, la surface Ag est de genres un (/?a=P3=l); 
les adjointes sont constituées par les plans p, v.

Sur un plan double F, les adjointes des droites doubles sont 
les coniques doubles passant par le point m1 n’ (quadruple 
pour la courbe de diramation) et les points M, N (triples pour 
la courbe de diramation); ces coniques doubles sont de genre 
trois. Ces coniques sont découpées sur les plans de l’espace 
par les oc 2 quadriques passant par les droites m, n et p v. Ces 
quadriques doubles 1>, considérées dans l’espace double VJ, ont 
comme courbe de diramation les droites m, n et la courbe du
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sixième ordre suivant laquelle elles coupent ùs'a. Ce sont donc 
des surfaces de genres un (pa = P4 = 1), formant un réseau.

Une surface 2 F et une surface 2 <I> découpent des courbes 
linéairement équivalentes sur les surfaces F d’un réseau; par 
suite on a

| 2F | = | 2<I> |.

Ainsi se trouve établie la proposition énoncée au début de 
cette note.

Liège, le 22 janvier 1933.

Marcel HAYEZ, imprimeur de l’Académie royale de Belgique, rue de Louvain, 112, Bruxelles.


