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COMMUNICATIONS DES MEMBRES 

GÉOMÉTRIE PROJECTIVE DIFFÉRENTIELLE 

Remarques sur les congruences W 

par Lucien GODEAUX Membre de l'Académie 

Résumé. — Construction de deux suites de Laplace associées dans l'espace 
à cinq dimensions à une congruence W. 

Dans des travaux antérieurs (*) nous avons attaché à une congruence 
W, de surfaces focales (x) et (5c) quatre suites de Laplace situées dans 
un espace S5 à cinq dimensions. Ce sont tout d'abord les suites L et 
L associées aux surfaces (x) et (5c). Ensuite une suite (J) déterminée 
par le point J qui représente sur l'hyperquadrique Q de Klein de S5, 
la droite j génératrice de la congruence W. Enfin une suite (P) déter¬ 
minée par le point P qui représente sur Q le complexe linéaire oscula-
teur le long de j à la congruence. 

C) Sur quelques familles de quadriques attachées aux points d'une surface (Annales 
de la Société Polonaise de Mathématiques, 1928, pp. 213-226), La théorie des Surfaces 
et l'espace réglé (Paris, Hermann, 1934), Alcune osservazioni sulle congruenze W 
(Rendiconti del Seminario Matematico di Torino, 1953-1954, pp. 39-46). Sur quatre 
suites de Laplace associées à une congruence W (Bulletin de l'Académie roy. de 
Belgique, 1954, pp. 880-885), Sulle congruenze W (Rendiconti di Matematica, Roma, 
1956, pp. 36-45), Sur la transformation de Guichard et sur certaines quadriques 
considérées par M. Demoulin (Bulletin de l'Académie roy. de Belgique, 1929, pp. 955-958), 
Congruenze W e trasformazioni di Guichard (Rendiconti del Seminario Matematico di 
Messina, 1957, pp. 1-12), Familles de quadriques attachées à une congruenze W (Revue 
de Mathématiques pures et appliquées de Bucarest, 1956, pp. 93-97), La Géométrie 
différentielle des surfaces considérées dans l'espace réglé (Mémoires in-8° de l'Académie 
roy. de Belgique, 1964, pp. 1-83). 
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Le point P se trouve sur la droite UÜ joignant les points U, Ü 
qui représentent les tangentes aux asymptotiques u des surfaces focales 
et sur la droite VV qui représentent les tangentes aux lignes asympto¬ 
tiques V des surfaces focales. Nous démontrons que les conjugués 
harmoniques de P par rapport aux couples U, U ou V, V satisfont 
à des équations de Laplace. On obtient ainsi deux nouvelles suites de 
Laplace associées à la congruence W. Notons en passant qu'on peut 
en déduire des suites de quadriques attachées à la droite j de la con¬ 
gruence. Nous reviendrons sur cette question ultérieurement. 

Le point J étant l'intersection des droites UV et ÜV, nous montrons 
que les rapports de section de J par rapport à ces points sont égaux. 

1. Soient (j) une congruence W, (jc) et (5c) ses surfaces focales, 
u, V leurs asymptotiques. Désignons par U et V les points de l'hyper-
quadrique Q de Klein de S5 qui représentent les tangents xxu, xxv en 
un point x de la surface (x), par U, Y les points qui représentent les 
tangentes xxu, xxv en un point 5c de (5c). Les droites UV, ÜV appar¬ 
tiennent à Q et se rencontrent en un point J qui représente la droite 
j. On sait que le point J décrit un réseau conjugué aux congruences 
(UV), (UY). Les points U, V et Ü, V appartiennent à des suites de 
Laplace 

...,U",...,UMJ,V,V\...,V",... (L) 
et 

(L) 

où chaque point est le transformé de Laplace du précédent dans le 
sens des u. Ces suites sont autopolaires par rapport à l'hyperquadrique 
Q. 

Le point J appartient à une suite de Laplace inscrite dans les suites 
L et L, 

. .., 3~n, ..., J-1, J, J1, ..., J", ... (1) 

chaque point étant le transformé de Laplace du précédent dans le 
sens des v et le point J~" étant l'intersection des droites V" V" + 1 , 
ynyn + l ]e p0jnt J" ce]uJ es droites U"Un + 1, U"U" + 1. 

Désignons par P l'intersection des droites UU et VV, par P" celui 
des droites y«-1 y-1 et V"V", par P~" celui des droites Un_1U"_1, 
UnÜ". Le point P est le pôle par rapport à Q de l'hyperplan J~2J_1 JJ1 J2, 
P" celui de l'hyperplan J"~2J/I~1J"J"+1Jn+2 et P~" celui de l'hyperplan 
j-n+2j-n+ij-nj-n-ij-n-2 çes points appartiennent à une suite de 
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Laplace 

chaque point étant le transformé du précédent dans le sens des u. 
Cette suite est circonscrite aux suites L et L. 
Il importe de remarquer que si, sur un point de l'une des suites 

L, L, on effectue une transformation de Laplace dans le sens des u 
par exemple, les hyperplans polaires subissent une transformation de 
Laplace dans le sens des v. Ainsi, on passe de U" à U"-1 par une 
transformation de Laplace dans le sens des u, mais on passe de 
l'hyperplan polaire V"-2Vn~1V,,Vn+1V,,+2 de U" à celui Yn~3Vn~2Y"~1 
ynyn+i en effectuant une transformation de Laplace dans le sens des v. 

De même, on passe de P" à P"-1 en effectuant une transformation 
de Laplace dans le sens des v, mais on passe de l'hyperplan polaire 
jn-2jn-ljnjn + ljn + 2 de p n à ceJuj j»-3j«-2jn-ljnjn + l dg p-1 eQ effec_ 
tuant une transformation de Laplace dans le sens des u. 

D'une manière générale, si l'on effectue une transformation de 
Laplace d'un point de l'une des suites L, L, (1), (2) dans le sens des u 
(ou des v), tout point conjugué de ce point par rapport à Q subit une 
transformation de Laplace dans le sens des v (pu des u). 

2. Ces points rappelés, désignons par R le conjugué harmonique 
de P par rapport à V, Y et par R-1 celui de P-1 par rapport à U, Ü. 

L'hyperplan polaire p de R par rapport à Q passe par l'intersection 
des hyperplans polaires de V, V, c'est-à-dire par l'espace JJJ1!2 et 
par P. L'hyperplan polaire p-1 de R-1 par rapport à Q passe par 
les points J-2!-1!,!1 et par P-1. 

Effectuons une transformation de Laplace dans le sens des v. A 
l'espace J-1.!!1!2 correspond l'espace J-2.!-1!.!1 et au point P corres¬ 
pond le point P-1. On voit donc qu'à l'hyperplan p correspond l'hyper¬ 
plan p-1. La droite RR„ appartient au plan UÜVV et d'autre part, 
l'hyperplan polaire de P-1 coupe la droite UÜ au point R-1. On 
en conclut que la droite RR„ passe par le point R-1. 

Le même raisonnement montre que si l'on effectue la transformation 
de Laplace dans le sens des u, on trouve que la droite R~1R„"1 passe 
par le point R, l'hyperplan p-1 ayant pour homologue l'hyperplan p. 
Les points R et R-1 sont donc les transformés de Laplace l'un de 
l'autre. 

Désignons par R" le conjugué harmonique de P" par rapport à 
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V"V" et par R " celui de P " par rapport à U"_1U"-1. En raisonnant 
comme on vient de le faire, on voit qu'il existe une suite de Laplace 

dont chaque point est le transformé de Laplace du précédent dans 
le sens des u. C'est une nouvelle suite de Laplace associée à la congruence 
CD-

3. Appelons S le conjugué harmonique de P par rapport à UÜ et 
S1 celui de P1 par rapport à VV. En reprenant le raisonnement fait 
plus haut, on voit que la droite SS„ passe par S1 et que la droite S1 S* 
passe par S. Il en résulte que les points S, S1 sont transformés de 
Laplace l'un de l'autre. 

Plus généralement, appelons S" le conjugué harmonique de P" par 
rapport à y-iyn-i et S~" celui de P"" par rapport à U"Un. Ces 
points font partie d'une suite de Laplace 

S-n c— 1 c cl on î î j 

dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens des u. 

4. Le point J appartient à la droite UY et est donné par 

J = AU - juV, 

et on peut choisir le facteur de proportionnalité de A, n de telle sorte 
que l'on ait 

Av + 2 afi = 0, fiu + 2 bk — 0, 

c'est-à-dire des quantités qui satisfont aux mêmes équations que V 
et U O. 

Le point J appartenant également à la droite UV, nous pouvons 
poser 

J = IÜ - ßV. 

Nous allons chercher les relations qui lient 1, fi à X, fi. 
Les points V2, V1, V, U, U1, U2 ne peuvent appartenir à un hyper-

plan et par conséquent le point P est déterminé par une relation de 
la forme 

(x) Pour éviter d'allonger ce travail, nous renvoyons pour les notations utilisées 
ici à notre mémoire de 1964, p. 60. 
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p = £2V2 + fiyi + ÇV + r] U + jU1 + rç2U2, 

les Ç, ri étant déterminés en exprimant que P est le conjugué par 
rapport à Q des points J-2, J-1, J, J1, J2. 

Rappelons que l'on a 

j-2 = W2 _ x2Y\ J"1 = AV1 - A*V, 

P = /U2 - /i2U\ J1 = u1 - u. 

Représentons par ß(X,Y) = 0 la condition pour que les points 
X, Y soient conjugués par rapport à Q. Nous devons avoir 

ß(P,j-2) = o, ß(P, J"1) = 0, ß(P,J2) = 0. 

En posant 

A = ßU2 — (fi1 - HU1 + G fi 2 + Hju1 + ßfi) U, 

B = AV2 - (A1 - KA)VX + (A2 + Kl1 + od) V, 

où H = (log . bhi)vt K = (log . àkx)Ui 
on a P = A — B. 

5. La droite PV rencontre Q aux points V et V, par conséquent 
on a 

V = P - V. 

Puisque le point V appartient à Q, on a 

ß(V,V) = ß(P,P) + 2<pß(P,V) = 0. 

Or, on a ß(P,V) = 2ÀA, 

où A = I xuvxuxvx I est une constante. 

On a done 4 XçA — ß(P,P) = 0. 

Posons ß(P,P) = Mzl. On peut écrire sous forme entière 
V = 4AP - MY. 

On obtient de même 
U = 4juP - MU. 

En éliminant P entre ces relations, on a 

AU - fN = (AU - fi\)M = MJ. 

On a donc 1 = A : M, fi = n : M. 

Liège, le 27 mai 1972. 
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