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Dans un travail antérieur (1), nous avons étudié les con
gruences formées par les directrices de Wilczynski d’une surface 
et établi que si l’une des directrices était tangente asymptotique 
d’une certaine surface (p), l’autre était tangente asymptotique 
d’une surface (m). M. Rozet vient de retrouver ce résultat par 
une autre méthode (*).

Dans cette note, nous nous proposons de déterminer les 
conditions pour que les directrices de Wilczynski d’une surface 
décrivent des congruences W ; nous cherchons ensuite les 
équations différentielles des asymptotiques des surfaces (p), 
(m) lorsque les directrices de Wilczynski sont des tangentes 
asymptotiques de ces surfaces.

1. Soit (x) une surface non réglée rapportée à ses asympto
tiques u, v. Les coordonnées projectives homogènes d’un 
point x de cette surface satisfont à un système complètement 
intégrable d’équations aux dérivées partielles que l’on peut 
ramener à la forme (Wilczynski)

x20 -f- 2èx01 + ctx = 0, 
x02 + 2ax10 + c2x = 0,

a et b n’étant pas identiquement nulles.

f1) Sur les congruences formées par les directrices de Wilczynski 
d’une surface {Bull, de l’Acad. roy. de Belg., 1928, pp. 335-345).

(2) Sur les directrices de Wilczynski d’une surface [Ibid., octobre 1932).
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Désignons par Q l’hyperquadrique représentant les droites 
de l’espace à trois dimensions contenant la surface [x) et 
appartenant à un espace linéaire à cinq dimensions, par U, V 
les points de Q représentant les tangentes asymptotiques xxi0, 
xx0i au point x à la surface (x). On a

U10 + 2èV = 0, VM + 2aU = 0.

Les points U, V sont consécutifs dans une suite de Laplace

-, Ui, U, V, V0...

dont chaque terme est le transformé du précédent dans le sens 
des u.

Tout point de l’espace a des coordonnées de la forme

ZyX Z2Æ10 -f Z3&01 + Z4Xil,

x étant un point non parabolique de la surface (æ). Les nom
bres Zj, Zj, z3, z4 sont les coordonnées locales du point consi
déré.

2. La première directrice de Wilczynski r de la surface (x). 
a pour équations locales

*=2 Z3 *4 , s

(log b)01 (log a)10 —2' k1)

Elle est représentée sur Q par le point

R - L\ + V,.
On a

R10 = U + V2 + V4 (log aki)10,
R»-0,+ U1(log&A1)“ + *4V,
R11 = K U, + h Vt + h, U (log b h,)01 + k{ V (log a L)i0,

où hly ki sont données par

/i£ = —(logé)11 + 4 a b, kt = — (log a)11 + 4 a b.

— 775 —



de Wilczynski d'une surface forment des congruences W.

On a ensuite

H20 = h1? U — 26 A4 V + V3 + V2 (log a2 *k\k2)i0
+ Vt [(log ahT + (IôgâÇJ1*],

où
fc2 = — (log a fri)11 + kl.

En tenant compte de la relation (*)

2V3 + 2V2(log a?k\k2)10 + 2V4[a + (log akif + (log a2fc4)10 (log afe,)10] 
-f- a (log a2a)10 V + b pu + 46 Ui (log bhi)01 + Ab U2 -= 0,

où
a = 2 (log a)20 + (log af + 4 (b01 + c4),
P = 2 (log 6)02 + (log b)** + 4 (a10 + c2),

on a
2 R20 = — 4 b U* — 4 b ü4 (log b A,)01 + 2[Af — 2 b p] U 

- [46 h + a (log a2a)10] V - 2Vt [a + (log a)10 (log alt,)10] - 2V2 (log a)10

En tenant compte des expressions de R10, R01, on peut enfin 

écrire
2[R20 + R10(loga)10 + 26KM] = -2aV1 j

+ U [2(log a At)10 — 4 6 P] — V[a(log a2a)10 + 4A(A4— K)], $

On a de même

2[R02 + R01 (log A)01 -f- 2«R10] = — 2pUj j (2)
+ V [2 fc4 (log b ki)01 — 4 «a] - U [P (log b2 fi)01 + 4 a(ic4- A4)]. )

3. Supposons que la surface (x) ne soit pas isothermo
asymptotique, c’est-à-dire que h1 — /c4 ne soit pas nulle. 
On a alors

2 R11 - 2 A4 R = 2 (fe4 - A4) V4 - fi10 U — a“ V,
2 Rw - 2 ^ R = 2 (Ai — kf) U4 - p10 11 - a01 V,

en remarquant que
a01 = — 2 ki (log a fc4)10, P10 = — 2 A4 (log b hi)01.

(i) L. Godeaux, Remarque sur les surfaces ayant mêmes quadriques
de Lie (Comptes rendus du Congrès national des Sciences, Bruxelles,
1930).
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Les relations (1), (2) deviennent dans ce cas

2(A, — K) [R20 + H10 (log a)10 + 2b R01] + 2a (R* - h, R) .
= U[2/i1(fc1 — ht) (log ahi)10 — 4Ap (At — lh) — aj310] j (;t) 

— V[a(fe1 — A.) (log a2a)10 - 4b(\ - htf + aaM], '

2(Af — K) [R02 + R01 (log A)01 + 2a R1»] + 2(3 (R« - k:4 R) \
= V[2A4(Ai — fcj) (log A Ai)01 — 4<za(A4 — A() — (3a01] (4)
- U [p (^ - Ai) (log A2p)M ~ * a (Ai - Ai)2 + (3(310]. )

4. Pour que le point R satisfasse à une équation de Laplace, 
c’est-à-dire pour que la directrice de Wilczynski correspon
dante r décrive une congruence W, les seconds membres des 
équations (3) et (4) doivent être identiques. Cela entraîne la 
condition nécessaire et suffisante

f (log ahp)10 (log A2tp)M — tp (log a2<p)10 [a(3 (log A2(3)01 1
+ (^ - A.) pw + 4«a (^ -/O]

— ? (log fc2?)01 [«P (log a2a)10 + (Ai — A,) a01 + 4Ap (A* - A,)]
— tpa^p10 — 1ü ab — Ai)2 y + aptp (log a2a)10 (log A2P)M = 0, '

où l’on a posé
Y = (Ai — Ai)2 + ap.

5. La condition (5) est satisfaite lorsqu’on pose y — 0.
On sait qu’alors les directrices de Wilczynski de la surface (x)
sont des tangentes asymptotiques de certaines surfaces. Dans
cette hypothèse, les seconds membres des équations (3), (5)
peuvent respectivement s’écrire

a (log a2a)10 + 4A (At — A4) - 

[— (Ai — Ai) (log A2P)M — 4«a

a a01 '
Ai — Aj_

[p U + (Ai- AO V],

-p“][pü + (Ai-Ai) V],

En posant, pour abréger,

A = (Ai — Aj) (log A2P)01 + 4aa + p10, 
B = (Ai — At) (log a2a)10 + 4Ap + a01,
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on a donc

A(/i1-fe1)[R20+K10(loga)i04-2&H01]-aB[nœ+RM(logfcf+2flRw-j j
- a A (R1* — /ij R) + B(At — K) (R11 — fc4R) = 0. S j

Les caractéristiques de l’équation (6) sont données par 
l’équation différentielle

(A dv — Bdw)[(//i— ki)dv + a du] = 0. (J)

La directrice r est une tangente asymptotique de la surface 
engendrée par le point

p = [16 ab — (log ab)il — (log a)10 (log à)01]® + 2®10 (log b)0i 
+ 2®01 (log a)10 — 4®11.

L’équation (7) définit les asymptotiques de la surface (p). 
Précisément la tangente asymptotique r correspond à

a du -f (/'i — fei) dv = 0.

6. Occupons-nous maintenant du cas où la surface (x) est 
isothermo-asymptotique. On a hA = Aj et les équations (1),(2) 
donnent

2 p [R20 + R10 (log a)10 + 2 b R01] + 2 a [R02 + R01 (log b)01 + 2«R10]+2a(3R 
= — |3 [a01 + 4 b p -fa (log fc2P)01] U — a [P10 + Un + P (log a2a)10 V.

On a, d’autre part,

2 R“ — 2 /ijR = - P10U — aP* V.

Pour que la droite r décrive une congruence W, les seconds 
membres de ces deux relations doivent être identiques. On doit 
donc avoir

Pa01^01 + 46p -J- a(log f>2P)01] |
= aP10 [P10-f 4aa-f-P (log a2a)10] j

Si la droite r est tangente asymptotique d’une certaine sur
face (p), c’est-à-dire si l’on a <p = 0. on a ».p = 0 et l’une au 
moins des quantités a, p est nulle. La condition (5') est 
satisfaite.
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Supposons (3 = 0 et a non nulle. Les quadriques de Lie de 
la surface (x) n’ont que trois points caractéristiques (1). 
Observons que l’on a

aa. (log asa)10 = 6(3 (log 6*(3)01 = 0.

Il vient alors

2[K20 + R10 (log a)10 + 2 6 R01] == — 2a V4 - a01 U,
2TRœ + R01 (log bf -f 2 a R10] =; — iaa V 

2 R11 — 2 R = — a01 V.

On en déduit

a°i ^R02 + Roi (log byi _|_ 2a R10] — iaa. (R«— A,R) = 0.

L équation différentielle des caractéristiques de l’équation 
précédente est

(aMdu + 4a<zdv) du = 0.

Elles donnent les asyniptotiques de la surface (p). Les direc
trices r sont les tangentes aux courbes u de cette surface.

Dans le cas a = (3 = 0, les droites r passent par un point 
fixe; nous l’avons étudié récemment (2). Les quadriques de Lie 
de la surface (x) n’ont que deux points caractéristiques et les 
deux nappes de l’enveloppe se correspondent dans une homo
logie harmonique.

7. La seconde directrice de Wilczynski s de la surface (x) a 
pour équations locales

2Zi + z2 (log a)10 + Zÿ (log b)01 = 0, z4 = 0 ; (s)

f1) L. Godeaux, Sur les surfaces dont les quadriques de Lie n’ont que 
trois points caractéristiques (Bull, de la Soc. math, de France, 1929, 
pp. 26-41).

(2) Sur les surfaces projectivement applicables ayant mêmes qua
driques de Lie (Anais da Faculdade de Sciêncies do Porto, 1928, pp. 157- 
161); Sur les surfaces isothermo-asymptotiques dont les quadriques de 
Lie n’ont que deux points caractéristiques (Bull, de la Soc. roy. des 
Sciences de Liège, 1932, pp. 88-90).
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elle est représentée, sur l’hyperquadrique Q, par le point

S =
Nous avons

510 = *4 U — V2 — V, (log a K)10, 
sM = u,-f uaiogô/^r-fciV,
511 = AiU4 — A,V, + /ijU (log A AO01 — kt V (log afc,)10.

Si l’on suppose que hi — n’est pas nulle, on trouve

2 _ ht) [S20 + S10 (log a)10 — 2A S01] + 2a (S11 - ft*S)
= U [SA, (k - AO (log a AO10 + Ab$(kl — hl) — ap“]
+ V[a(fc1 — AO (log ft2a)10 + 4 A (kt — AO' + aa01],

2(A, - fco LS02 + S01 (log A)01 — 2a Si0] + 2[3(S11 — A,S)
= - V[2 A, (A, - AO Gog A feO01 + 4aa(Aj — At) ~ P a01]
— H [P (Ih - AO (log A' P)01 + 4a(A, - AO' + P P10]-

On en déduit que la condition nécessaire et suffisante pour 
que la droite s décrive une congruence W est

tp2 (log a'tp)10(log A2(f’)01 J
— cp (log a'cp)10 [ap (iog A2P)01 + (Aj — AO P10 — 4aa (At — AO] 1
— tp (log A'tp)01 [a P (log a2a)10 + (A, — AO a01 — 4 A p (A, — AO] (
— ©a0i p10 — 16 a A (A, — AO' tp + ap«p (log a2a)10 (log A'P)01 = 0. ]

Cette condition est distincte de la relation (5).

8. La condition nécessaire et suffisante pour que la droite s 
soit tangente asymptotique à une surface est tp = 0. La condi
tion (8) est alors satisfaite. Les droites s sont précisément 
des tangentes asymptotiques de la surface (m) engendrée par 
le point

m = [® (log a)w — 2æ10] (A4 —■ AO + a [x(log A)01 — 2æ01].

Le point S satisfait à l’équation aux dérivées partielles

A,(A,—AO [S20 + S10 (log «)i0— 2 A S01] + a B, [S® + S01 (log A)01 —2aS1 ] 
— a At (S*1 - h. S) — Bt (A - K) (S11 - A, S) = 0,
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où l’on a posé

Ai = (/t4 — fct) (log 62P)01 — A a a. -f- (3)0,
B4 = (fc4 — ht) (log a2 a)10 — 46 p -f acl.

Les caractéristiques de cette équation sont les asymptotiques 
de la surface (m) ; elles sont définies par l’équation différen
tielle

(Bt du + A4 dv) [a du -f (ht — k{) du] = 0.

Le second facteur, égalé à zéro, définit les asymptotiques 
ayant pour tangentes les droites s.

9. Supposons que la surface (x) soit isothermo-asympto- 
tique. On a = ki et les relations

2(3 [S20 + S10 (log a)10—26 S01] + 2a [So; + S01 (log 6)01—2aS‘°] + 2a(3S 
= — U [a01 — P + a (log 62p)oi]P + V[p*° — 4aa -|- p (loga2 a)i0]a, 

2 S11 — 2 hl S = — P10 U + aMV.

La condition pour que la droite s engendre une congruence 
W est donc

P a01 [a01 — 46 P + a (log 62 p/1] = a P10 [P10 — 4aa-(- p (log a2 a)10].

Si la droite s est tangente asymptotique à une surface (m), 
on a ap = 0. Dans le cas a = p = 0, la droite s appartient à 
un plan et nous renverrons à nos travaux cités plus haut. 
Supposons que l’on ait p = 0, a n’étant pas nulle. Le point s 
satisfait alors à l'équation aux dérivées partielles

a01 [S02 + S01 (log bf — 2a S10] + 4«a (S11 — A, S) = 0.

Les asymptotiques de la surface (m) sont définies par l’équa
tion différentielle

d u (anl du — 4 a a dv) = 0.

Les droites s sont tangentes aux lignes v (du = 0).

Liège, le 20 septembre 1932.
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