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Nous nous proposons, dans cette note, d’établir quelques 
théorèmes sur les systèmes canoniques et pluricanoniques de 
la surface image d’une involution cyclique dépourvue de points 
unis, appartenant à une surface algébrique régulière. L’intérêt 
de la question réside dans le fait que l’on peut arriver par cette 
voie à construire des surfaces algébriques régulières dépourvues 
de courbes canoniques, mais possédant des courbes bicanoniques 
effectives (1). Nous nous limiterons au cas où l’ordre de l’invo- 
lulion est un nombre premier, le cas où ce nombre n’est pas 
premier s’y ramenant.

1. Soit F une surface algébrique régulière de genres géo
métrique et arithmétique pa = pa, de genre linéaire p(1>, conte
nant une involution cyclique 1^, dépourvue de points unis, 
d’ordre premier p.

Au sujet du système canonique [C[ de F, nous ferons 
les hypothèses suivantes :

1° Le système |C| n’est pas composé au moyen de l’invo- 
lution Ip, ce qui implique

Pa > L

2° Si le système |C| est un faisceau (pa = 2), les systèmes (*)

(*) Sur une surface algébrique de genres zéro et de bigenre deux 
(Bend, della B. Accad. dei Lincei, déc. 1931); Sur les surfaces algébriques 
de genres arithmétique et géométrique zéro dont le genre linéaire est 
égal à deux (Bull, de l'Acad. roy. de Belg., 1932, pp. 26-37).
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pluricanoniques de F ne sont pas composés au moyen de ce 
faisceau, ce qui implique

;>«*> > 1.

Désignons par d> une surface image de l’involution lp, par 
Tzg,Tza, Tt(1) ses genres géométrique, arithmétique et linéaire. 
La surface d* est régulière et l’on a rzg = ^a- Du a les rela
tions (*)

t'a + 1 = P K + 1).
p<‘> — 1 = />(tI111 —1).

Le système |C| contient un certain nombre v > 1 de systèmes 
linéaires partiels jGj|, JC21,..., |CV| composés au moyen de 
l’involution I;). Si r,, r2, ..., rv sont les dimensions de ces 
systèmes, on a

r4 + r2 + •••-)- rv + v = pa = p (na +1) 1. (1 )

Aux systèmes |C,|,|C2|, ..., |CV| correspondent, sur «I», des 
systèmes ||,|r2|, ..., |l'v| de dimensions r4, r2, ..., rv, de 
degré tc(1) — 1 et de genre ttu).

2. Supposons en premier lieu qu’il existe sur d> un système 
canonique effectif, c’est-à-dire que l’on ait na > 0 et par suite 
pa>p. Au système canonique de d> correspond sur F un 
système formé de courbes canoniques C ; supposons que ce soit 
jCjj. Le système canonique de <I> est donc |Tj j et l’on a

n =- rra — 1.
La relation (1) donne

r2 + r3-t------ F rv + v = (p - 1) na -f p. (2)

Les courbes des systèmes |r2|, ..., |Fv| rencontrent les

(i) Severi, Suite relazioni ohe legano i carrateri... {Bend. 1st. Lomb., 
1903). — Voir aussi, pour le cas particulier considéré ici, nos Recherches 

■M- les involutions douées d’un nombre fini de points de coïncidence... 
{Bull, de la Soc. Math, de France, 1919).
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courbes en 7t(1) — 1 points et sont certainement non spé
ciales. On a donc, par le théorème de Riemann-Roch,

i'i rza > i\, (i = 2, 3,v)

Si 7Ta>0, le sijstème canonique de <I> est celui des systèmes 
|ri|,|r2|, |rv| qui a la dimension minimum.

3. Supposons que l’on ait v = p. On a nécessairement 
pa => p et par suite 7ia > 0. Les considérations précédentes sont 
donc applicables et en supposant toujours que [TJ est le 
système canonique de d>, on aura, par la formule (2),

ri — na — L r2 = r3 = • • • = rp = Ka.

Le bigenre ü2 de la surface <I> est égal à na -j- ^(1)-
Considérons par exemple dans S4 l’homographie

Xq X± X2 X$ X4

x0 ext ex2 t2x3 &x4’

où e est une racine primitive cubique de l’unité, et deux 
hypersurfaces cubiques transformées en elles-mêmes par cette 
homographie, ne passant ni l’une ni l’autre par le point 
(1,0,0,0,0) et rencontrant les droites

x = x3 — x4 = 0, x0 = x, = x2 = 0

en des points distincts. L’intersection F de ces deux hyper- 
surfaces est une surface canonique, de genres pa = pa = 5, 
p«>= 10 (*). Sur cette surface, l’homographie considérée déter
mine une involution I3, d’ordre trois, privée de points unis. Si 
l’on désigne respectivement par Clf C2, C3 les courbes décou
pées sur F par les hyperplans

x0 = 0, -p X2^2 — 0, X3Æ3 -{- ^4X4 = 0,

sur la surface 4>, image de I3, de genres tz0 = rza = 1, ^(1) = 4-, 
la courbe canonique est r\ et les courbes 2r4, F.2 + F3 sont les

(!) F. Enriques, Lezioni sulla teoria dette superficie algebriche, rédi
gées par L. Campedelli (Padoue, 1932). Voir p. 325.
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courbes bicanoniques. Les courbes I2, I’3 forment des fais
ceaux |r,|,|r3|. Le bigenre est II2 — 5.

4. Envisageons maintenant l’hypothèse

«a = 0, pa = p — \.
La surface (I> est dépourvue de courbe canonique. On a, 

d’après les hypothèses, tt(1)> I et par suite le bigenre 112 de 4» 
est supérieur à zéro. La relation (1) donne

ri + rt-1------f rv = p — v — 1 (3)

et par suite on a v < p — 1. On ne peut donc avoir p = 2, 
puisque, par hypothèse, |Cj n’est pas composé au moyen 
de \p et que par suite on a v > 1.

Le système |r(|, adjoint à |r41, a pour transformé, sur F, 
un système composé au moyen de ïp et appartenant à |2C[. 
Le système |rj| comprendra donc des courbes de la forme 
F, -f rt, qui ont pour homologues, sur F, des courbes C, -j- CA. 
du système |2C|, mais il ne peut comprendre des courbes 
telles que I\ -f- T,, car alors T, serait une courbe canonique 
de <t>.

Désignons par |A| le système bicanonique de 4>. Sa dimen
sion est II2 — 1 = tt(1) — I. Sur une courbe F, , les courbes A 
découpent une série linéaire d’ordre 2-(1)—2 et de dimen
sion 7r(t) — 1 ; cette série ne peut être la série canonique de la 
courbe T,, car alors celle-ci serait une courbe canonique de d>. 
Il en résulte que la courbe r, appartient comme partie à une 
courbe A. La courbe A — T, ne peut être une courbe de |r,-|, 
car ce système serait le système canonique de d>; d’autre part, 
à cette courbe correspond, sur F, une courbe appartenant 
à l’involution Ip; c’est donc une courbe de l’un des systèmes 
irj, .... |r,_j|. |rf + 1|, ..., |rv|. Nous pouvons poser, par un 
choix convenable des notations,

I ^ I = I r4 + r21 = | r3 + r41 =... = | rv_4 + rv |.
Il en résulte que v est nécessairement pair.
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5. Commençons par examiner le cas v = 2. On a nécessai
rement

I r; ! = | art|, i r; | — | ar* i ;
d’où

I r; —I = in-r.l = i r. + ri-r.l = i r, + r2|,
ce qui confirme le raisonnement précédent.

6. Supposons maintenant v > 2. Le système |rj| peut conte
nir une des courbes 2l'2, 2r3, 2FV, ou non. Plaçons-nous 
dans la première hypothèse et supposons

I r;i = |sr4|.
L’adjoint |T,-1 de | r,-| doil contenir Tj. Supposons en premier 

lieu

On a alors
I ni = j 2 r, |.

I fill = Ifi« + l'i — fiiI = Ifii + fi<I ;
d’où i = 2.

Supposons en second lieu

|r;i = |fii + fi*|,
k étant différent de l’unité. On a, pour le système bicanonique,

Oi fiiI = i 1 i + Tft |
et ion peut poser i = 3, k — 4. L’adjoint de |1'4| doit con
tenir f3; posons

Ifiîi = |r, + r,|.
On aura

I fil-fii! = Ifii + fiyl;

d’°ùj = 2. L’adjoint de |T2| doit par suite contenir l’4. Si l’on 
pose

I r21 = | r4 Fj|,
on aura

ill I'll = I fil + 1^3 | )’
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d’où / == 4. Nous trouvons donc

|r;| = 12r31, |r;i = |2r4i, \r3\ = |r4+r4|, ir;i = |r,+ r3|.
7. Il nous reste à examiner l’hypothèse où le système |FJ| 

ne peut contenir les courbes 2l'2, '2r3, ...,2FV. Plus générale
ment, nous supposons distincts les systèmes

|«r*i, |8r,|,...,|2rv|. |f;i, |rf|,...,|r;|.
Comme ces systèmes sont distincts du système bicanonique 

\ri -f- r2|, on doit avoir 2v -|- 1 < p. Supposons que l’on ait

ini = ir4 + i\|.
Alors |r)|, |r{| doivent contenir Tj comme partie. Posons

ir;| = |rt + r,|, |r*i = |r4 + r,|.
On a, pour le système bicanonique de <b,

ir;-r1| = |r,+T*! = |r4 + rl|.
On ne peut avoir i = 2, car alors on aurait l=\ et 

|r;i = l^r,!, ce qui est impossible par hypothèse. On peut 
supposer sans restriction i — 3 et l’on a alors / = 4.

On ne peut avoir j = 2, car alors k = I et |Tj| == ] Ft -(- r3|, 
ce qui est absurde. On ne peut non plus avoir j = 3, car alors 
|r'| = \ri + r3|. Si l’on avait 7 = 4, on aurait k = 3 et 
|r;| = |2r3|, ce qui est impossible. On posera donc j — 5; 
d’où k = 6. On a donc

Ir:i ■■= ir. + r.i, \n\ = |r4 + r5|, Irél = Ir*-hr4j.
Le système tricanonique de d> est

ir; + rt i = i r,+r4i = | r;+r5| = i r2+r3+r6| = i r4+r4+r5

On a donc 

et par suite
I r4 + r; j = |rt + r4 + r,i 

I r'| = | r4 + r.|.
On trouve de même

i ni = [ r2 + r6i, mi = |r»+ r,|.
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8. Nous allons maintenant nous occuper du cas v = p—1, 
p> 3. D’après la formule (3), on a

r, = r2 = ••• = = 0,♦

c’est-à-dire que les courbes F,, T2, r,,_ t sont isolées.
Le nombre p étant premier et supérieur à 3, on a pa— 1 > 3. 

Rapportons projectivement les courbes C aux plans d un 
espace linéaire à p — 2 dimensions; à la surface F correspond 
dans cet espace une surface canonique (simple ou multiple), 
sur laquelle l’involution homologue de I3) est déterminée par 
une homographie cyclique, de période p. On peut supposer, 
sans restriction, que cette homographie a pour équations

£2 *^3 &p—2 3-p-i

Xi e2.r3 ep~3xp-2 tv~ïxv_ï

e étant une racine primitive d’ordre p de l’unité.
Nous supposerons que la courbe €; est découpée sur F, par 

l’hyperplan x, = 0.
Le système bicanonique |2C| de F contient p systèmes 

linéaires partiels composés au moyen de Ip. Ce sont les systèmes

120,1, 120*1,..., | 2(^,1, | C, + Cp_,|.

D’après ce qui précède, le dernier de ces systèmes est l’homo
logue du système bicanonique de d>. Le système partiel |2Cj| 
comprend les courbes

2C1( C3 + < '2ny ^4 + ^~J2n—1» •••> ^a+1 + C/i+2*

où l’on a posé p = 2n 1. Il lui correspond donc, sur 4», 
l’adjoint |Fg| à |T21.

D’une manière générale, on aura, sur d>,

IIV+. I — 111 +1* | = i F2 + r2(l_t | = ••• = 121 n+1i+i ! •
I r2fl+21 = | r, 4- r2(J+1 j = | r2 + r2(11 — ••• = i 2rli+11.
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Le système bicanonique de *1> sera

I rd + r2„ | = | r, + r2„_1 ! = ••* = | r„ + r„+1 j.
On vérifie aisément que c’est le second cas étudié au fl° 6 qui 

se présente ici, sauf un changement de notation.
Le système tricanonique de <t> comprend les courbes

r2i + 2 r2n_4+1, 12i+) + 2 r„_4.
Les p systèmes ||, |r^_1|, |+ F2nj ont actuellement

la même dimension tt(1) — \. Le système tricanonique a la 
dimension 3(7t(1) — 1).

L’examen d’une surface tricanonique équivalente à «h per
mettra d’étudier plus profondément cette surface. Notons que, 
d’après une formule de M. Rosenblatt (*), on a n(l)< 27.

Liège, le 19 juillet 1932.

(*) A. Rosenblatt, Sur quelques inégalités dans la théorie des surfaces 
algébriques. (C. R., 1912.)
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